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为望远镜孔径内的二元单纯形样条函数，而非传统的 Zernike模式的线性组合，基于该区域表示，为哈

特曼-夏克波前传感器建立了平均斜率测量模型，进而非适定的波前重构问题转化为良态等式约束

最小二乘问题，最终的目标图像即可通过非盲解卷积方法获得。仿真实验验证了提出的方法在不同的

湍流强度下均能表现出良好的复原效果，对测量噪声亦不敏感。
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Abstract: An image restoration method for ground鄄based adaptive optics telescope imaging was proposed in

the case of simultaneous recording of short exposure images and wavefront sensor measurements. The

proposed method was based on a zonal representation of the turbulence鄄degraded wavefront phase using

bivariate simplex splines function, instead of the traditional Zernike modal decomposition; an average slopes

measurement model for Shack鄄Hartmann wavefront sensor was then built based on the zonal representation

method, which transformed the ill鄄posed wavefront reconstruction problem into a well鄄conditioned equality

constrained least squares problem. The object image was finally obtained by non鄄blind Richardson 鄄Lucy

iterative deconvolution. Simulated experiments show that the proposed method performs superior image

restoration results and noise suppression capability in different turbulence strength.
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0 引 言

自 适 应 光 学 系 统 中 哈 特 曼 - 夏 克 波 前 传 感 器

(Wave-front sensor袁WFS) 可 以 测 得 波 前 相 位 的 部 分

水 平 及 垂 直 方 向 梯 度 信 息 袁 这 些 不 完 全 的 梯 度 数 据

对 目 标 图 像 的 复 原 是 有 帮 助 的 [1-5]遥 针 对 同 时 记 录

WFS 数 据 及 目 标 图 像 的 情 形 袁 可 先 利 用 波 前 测 量 数

据 去 重 构 畸 变 波 前 袁 进 而 由 公 式 (2) 估 计 大 气 降 质 点

扩 散 函 数 袁 最 终 的 目 标 图 像 即 可 通 过 非 盲 类 的 解 卷

积 方 法 获 得 遥 传 统 的 面 向 后 处 理 的 波 前 重 构 方 法 基

于 波 前 相 位 的 Zernike 模 式 分 解 [1]袁 并 将 重 构 问 题 归

结 为 求 解 线 性 方 程 组 袁 但 Zernike 模 式 法 中 交 互 矩 阵

的 秩 是 不 完 备 的 袁 这 使 得 梯 度 测 量 误 差 被 放 大 袁 重 构

精 度 很 低 遥 针 对 此 袁 文 中 提 出 了 一 种 基 于 波 前 相 位 区

域 表 示 的 高 精 度 重 构 方 法 院 该 方 法 将 大 气 降 质 波 前

表 示 为 望 远 镜 孔 径 内 的 二 元 单 纯 形 样 条 函 数 [6]袁 并

为 哈 特 曼 - 夏 克 波 前 传 感 器 建 立 了 基 于 此 区 域 表 示

的 平 均 斜 率 测 量 模 型 袁 利 用 波 前 传 感 器 测 量 数 据 去

回 归 样 条 系 数 袁 进 而 唯 一 地 确 定 畸 变 波 前 遥 该 方 法 在

整 个 重 构 过 程 中 不 出 现 奇 异 矩 阵 袁 将 不 适 定 的 波 前

重 构 问 题 转 化 为 良 态 的 等 式 约 束 最 小 二 乘 问 题 袁 保

证 了 大 气 瞬 时 点 扩 散 函 数 的 估 计 精 度 袁 进 而 带 来 更

优 的 目 标 图 像 复 原 效 果 遥

1 利用波前测量数据的空间目标图像复原

方法原理

地 基 自 适 应 光 学 望 远 镜 获 得 的 空 间 目 标 图 像 被

大 气 湍 流 严 重 模 糊 袁 为 获 得 对 进 一 步 的 识 别 起 关 键

作 用 的 目 标 图 像 信 息 袁 后 处 理 技 术 往 往 是 关 键 且 有

效 的 遥 地 基 自 适 应 光 学 成 像 过 程 通 常 被 认 为 是 等 晕

及 非 相 干 的 [1,2,5]袁 即 院

g(x袁y)=f(x袁y)茚h(x袁y)+n(x袁y) (1)

式 中 院f(x袁y) 为 真 实 的 目 标 图 像 曰g(x袁y) 为 获 得 的 观

测 图 像 曰n(x袁y) 表 示 加 性 噪 声 曰茚 为 卷 积 操 作 曰h(x袁y)

表 示 大 气 降 质 点 扩 散 函 数 (Point spread function袁PSF)遥

针 对 短 曝 光 成 像 袁h(x袁y) 可 近 似 表 示 为 [5]院

h(x袁y)=|FT-1{P(x袁y)exp[j (x袁y)]}|2 (2)

式 中 院FT-1 为 逆 傅 里 叶 变 换 曰P(x袁y) 为 望 远 镜 孔 径 函

数 曰j= -1姨 袁 (x袁y) 表 示 由 大 气 湍 流 引 入 的 畸 变 波

前 相 位 遥

与 Zernike 模 式 分 解 表 示 法 不 同 袁 文 中 将 降 质 波

前 (x袁y) 建 模 为 望 远 镜 孔 径 内 的 二 元 单 纯 形 样 条 函

数 遥 此 区 域 表 示 法 的 基 函 数 是 以 面 积 坐 标 形 式 表 征

的 Bernstein 基 多 项 式 袁 整 个 望 远 镜 孔 径 区 域 被 分 割 为

J 个 邻 接 的 单 纯 形 ( 二 维 情 况 下 为 三 角 形 )袁 所 有 J 个

三 角 形 构 成 整 个 波 前 区 域 的 三 角 剖 分 TJ曰 首 先 将 每

个 三 角 形 t 上 的 波 前 相 位 建 模 为 d 次 样 条 多 项 式 pt院

pt= 移
i+j+k=d

cijkB
d

ijk (3)

式 中 院B
d

ijk 为 Bernstein 基 多 项 式 曰cijk 为 B- 系 数 以 唯 一

确 定 pt曰i袁j袁k 为 非 负 整 数 且 i+j+k=d曰 整 个 望 远 镜 孔

径 内 的 波 前 相 位 为 所 有 J 个 pt 的 光 滑 拼 接 袁 并 满 足

连 续 性 约 束 条 件 [6]( 连 续 性 阶 数 r臆d)遥 将 以 上 描 述 表

达 为 矩 阵 向 量 相 乘 的 形 式 袁 即 院

(x袁y)=P
r

d (x袁y)+ (x袁y)=Bd窑c+ (x袁y)

s.t. Ecc=0 (4)

式 中 院P
r

d (x袁y)=B
d窑c 即 为 用 来 逼 近 波 前 相 位 的 二 元

单 纯 形 样 条 多 项 式 曰Bd 为 全 局 Bernstein 基 多 项 式 行

向 量 曰c 为 全 局 B- 系 数 列 向 量 用 来 唯 一 地 确 定 波 前

相 位 (x袁y)曰 (x袁y) 用 来 表 示 逼 近 误 差 曰Ec 为 连 续 性

约 束 矩 阵 遥 以 上 提 到 的 几 个 基 本 概 念 如 单 纯 形 尧 面 积

坐 标 尧 三 角 剖 分 尧Bernstein 基 尧 连 续 性 约 束 以 及 下 文

将 要 出 现 的 概 念 如 de Casteljau 矩 阵 尧 单 纯 形 上 的 积

分 与 方 向 导 数 等 袁 烦 请 读 者 参 考 文 献 [7]袁 这 里 将 波

前 相 位 的 单 纯 形 样 条 函 数 表 示 法 与 传 统 的 Zernike

模 式 分 解 法 的 区 别 总 结 于 表 1遥

表 1 波前相位的单纯形样条函数表示法与 Zernike多项式表示法的区别

Tab.1 Comparison of simplex splines function method and Zernike polynomials method for wavefront phase

Descriptions

Zernike method Mode method

Simplex splines

function method
Zonal method

Basis function

Product of radial basis

and angle basis

Bernstein basis

Polynomials Model error

Zernike

polynomials
Mode total orders

B-form

polynomials

Triangulation form,

selections of d,r

Coefficients

Mode coefficients

Global

B-coefficients

Coefficient

constraints

Coefficient statistical

correlation

Continuity conditions
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1.1 波前传感器平均斜率测量模型

哈 特 曼 - 夏 克 波 前 传 感 器 测 量 每 个 子 孔 径 内 波

前 相 位 的 平 均 偏 移 量 [2,3,7]袁 在 波 前 相 位 的 区 域 描 述 公

式 (4) 下 袁 每 个 子 孔 径 内 u 方 向 上 的 平 均 斜 率 可 以 通

过 计 算 子 孔 径 内 此 方 向 上 方 向 导 数 的 积 分 除 以 子 孔

径 的 面 积 来 得 到 遥 单 纯 形 上 u 方 向 的 方 向 导 数 是 一

个 降 阶 的 尧 由 新 的 样 条 系 数 确 定 的 样 条 多 项 式 袁 新 样

条 系 数 与 原 样 条 系 数 之 间 的 关 系 由 de Casteljau 矩

阵 确 定 曰 而 单 纯 形 上 积 分 的 结 果 是 一 个 常 数 袁 其 值 由

样 条 多 项 式 次 数 尧 样 条 系 数 以 及 单 纯 形 的 面 积 共 同

确 定 [7]遥 图 1 为 两 种 常 见 的 微 透 镜 阵 列 排 布 方 式 ( 左

为 方 形 排 列 袁 右 为 六 边 形 排 列 ) 下 子 孔 径 内 的 子 三 角

剖 分 示 例 图 袁 子 孔 径 区 域 共 被 划 分 为 S 个 ( 分 别 为 4

和 6) 三 角 形 袁 子 孔 径 内 方 向 导 数 的 积 分 为 此 S 个 三

角 形 上 方 向 导 数 积 分 的 和 袁 除 以 子 孔 径 的 面 积 后 得

到 此 子 孔 径 内 u 方 向 ( 水 平 或 垂 直 ) 上 平 均 斜 率 u 的

表 达 式 院

u=
2

S(d+1)

S

s=1

移W
d ,d-1

s (a)窑cs (5)

式 中 院a 为 用 来 描 述 方 向 u 的 三 元 组 曰W
d ,d-1

s (a) 为 de

Casteljau 矩 阵 按 各 列 相 加 得 到 的 行 向 量 袁 下 标 s 表 示

子 三 角 剖 分 内 的 第 s 个 三 角 形 遥

图 1 四 边 形 尧 六 边 形 微 透 镜 阵 列 排 布 方 式 子 孔 径 内 的 子 三 角

剖 分 形 式

Fig.1 Two kinds of sub鄄triangulation configuration based on square

and hexagonal geometry of lenslet arrays

将 公 式 (5) 重 新 表 达 为 与 Zernike 模 式 法 波 前 重

构 时 类 似 的 矩 阵 向 量 相 乘 的 形 式 院

=Gc (6)

式 中 院 =[ x曰 y] 为 所 有 子 孔 径 内 两 方 向 的 斜 率 测 量 向

量 曰G 为 分 块 测 量 矩 阵 袁 也 即 波 前 传 感 器 平 均 斜 率 测

量 模 型 的 交 互 矩 阵 袁G 的 每 一 块 为 由 公 式 (5) 所 构 造 的

行 向 量 遥 公 式 (4) 结 合 公 式 (6) 即 为 文 中 所 提 出 的 基 于

相 位 区 域 表 示 的 波 前 传 感 器 平 均 斜 率 测 量 模 型 遥

1.2 利用波前测量数据的事后处理流程

由 公 式 (4)袁 波 前 相 位 被 全 局 B- 系 数 c 唯 一 确 定 袁

然 而 我 们 知 道 当 从 一 个 变 量 的 导 数 信 息 去 重 构 该 变

量 时 常 数 项 是 不 确 定 的 袁 为 此 文 中 再 提 出 一 个 约 束

项 遥 畸 变 波 前 通 常 被 认 为 是 零 均 值 的 尧 高 斯 的 袁 并 服

从 Kolmogorov 统 计 [1]遥 文 中 利 用 畸 变 波 前 的 零 均 值

假 设 袁 提 出 一 项 对 全 局 B- 系 数 的 约 束 项 袁 即 波 前 相

位 的 均 值 约 束 (Mean value constraint袁MVC)遥 整 个 波

前 相 位 的 均 值 可 通 过 计 算 望 远 镜 孔 径 内 相 位 的 积 分

除 以 全 孔 径 面 积 来 得 到 袁 并 将 MVC 归 结 为 统 一 的 矩

阵 向 量 相 乘 的 形 式 院

Emc=0 (7)

式 中 院Em 为 MVC 约 束 向 量 曰Em 的 每 个 元 素 均 为 1遥

这 样 袁 再 结 合 公 式 (4)袁 最 终 的 约 束 矩 阵 变 为 E=[Ec曰

Em]袁 进 而 结 合 公 式 (6)袁 最 终 文 中 构 造 出 一 个 对 全 局

B- 系 数 c 的 良 态 估 计 器 院

=Gc 0=Ec (8)

由 求 解 最 小 二 乘 问 题 的 零 空 间 法 [8] 可 得 c 的 唯

一 解 院

c軃=NE(D
TD)-1DT (9)

式 中 院NE 为 E 的 零 空 间 的 一 组 基 袁 且 D=GNE袁 这 里 的

DTD 是 可 逆 的 遥 由 公 式 (4) 得 到 全 局 B- 系 数 c 的 估 计

即 可 唯 一 确 定 波 前 相 位 袁 进 而 由 公 式 (2) 即 可 得 到 短

曝 光 成 像 的 瞬 时 点 扩 散 函 数 曰 最 终 的 目 标 图 像 可 由

非 盲 类 的 解 卷 积 方 法 获 得 袁 考 虑 到 Richardson-Lucy

算 法 [9-10] 对 光 子 噪 声 的 适 用 性 袁 文 中 选 用 此 方 法 袁 通

过 较 少 的 迭 代 次 数 即 得 到 高 质 量 的 目 标 图 像 遥

2 仿真实验及结果

文 中 采 用 的 仿 真 实 验 基 于 云 南 天 文 台 1.2m 61 单

元 自 适 应 光 学 望 远 镜 [11-12]袁 实 验 前 需 要 仿 真 或 预 先

计 算 以 下 参 数 院(1) 波 前 相 位 及 波 前 传 感 器 梯 度 测 量

值 曰(2) 望 远 镜 孔 径 内 的 完 全 三 角 剖 分 形 式 遥 基 于

Noll 的 方 法 [13]袁 文 中 用 151 阶 Zernike 多 项 式 来 仿 真

波 前 相 位 及 其 梯 度 信 息 曰 基 于 微 透 镜 阵 列 的 正 六 边

形 排 布 袁 望 远 镜 孔 径 内 的 三 角 剖 分 由 Delaunay[7] 算 法

获 得 遥 图 2 为 光 学 系 统 微 透 镜 阵 列 的 排 布 方 式 及 基

于 此 得 到 的 完 全 三 角 剖 分 形 式 袁 微 透 镜 阵 列 共 包 括

60 个 有 效 的 子 孔 径 袁 整 个 波 前 区 域 被 分 割 为 360 个
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三 角 形 遥

图 2 实 验 中 用 到 的 微 透 镜 阵 列 排 布 方 式 及 相 应 的 三 角 剖 分

形 式 曰 微 透 镜 阵 列 共 包 括 60 个 有 效 的 子 孔 径 袁 整 个 波

前 区 域 被 分 割 为 360 个 三 角 形

Fig.2 Geometry arrangement of the microlens array and the

corresponding triangulation used in simulation. The

microlens array consists of 60 effective subapertures,

and the full wavefront region contains 360 triangles

实 验 中 用 不 同 的 D/r0 (D 为 望 远 镜 直 径 袁r0 为 大

气 相 干 长 度 ) 值 来 表 征 不 同 的 湍 流 强 度 袁 结 果 表 明 袁

文 中 提 出 的 方 法 即 使 在 强 湍 流 条 件 下 PSF 估 计 的 相

对 误 差 可 降 低 到 0.635袁 从 图 像 后 处 理 的 角 度 讲 此 结

果 具 有 很 高 的 精 度 遥 如 表 2 所 示 袁 将 文 中 的 方 法 与

Jefferies 团 队 的 方 法 [6] 做 了 结 果 对 比 袁 文 中 的 方 法 在

不 同 的 湍 流 强 度 下 均 表 现 出 良 好 的 复 原 效 果 遥 图 3

中 第 一 行 为 不 同 湍 流 强 度 ( 湍 流 强 度 基 于 表 2) 下 的

模 糊 图 像 袁 第 二 行 为 相 对 应 的 复 原 结 果 袁 由 图 4 可

见 袁 目 标 的 一 些 关 键 结 构 信 息 通 过 文 中 的 方 法 均 被

不 同 程 度 地 恢 复 了 出 来 遥

表 2 相对误差结果统计

Tab.2 Result statistics by relative errors

图 4 为 中 等 湍 流 强 度 下 (r0=8 cm) 通 过 文 中 的 方

法 重 构 出 的 波 前 相 位 ( 右 上 ) 及 大 气 PSF( 右 下 ) 结 果 袁

在 重 构 的 相 位 内 可 看 到 一 些 三 角 剖 分 的 边 的 痕 迹 袁

但 并 不 影 响 整 体 的 重 构 精 度 遥 文 中 同 时 也 考 虑 了 不

同 测 量 噪 声 水 平 下 方 法 的 性 能 袁 如 表 3 所 示 (r0=8 cm

结 果 )袁 针 对 不 同 的 噪 声 水 平 袁 文 中 的 方 法 对 PSF 估

计 的 相 对 误 差 波 动 范 围 很 小 袁 这 种 对 波 前 传 感 器 测

量 噪 声 的 不 敏 感 性 在 实 际 的 目 标 图 像 复 原 中 是 很 重

要 的 遥

图 3 基 于 文 中 方 法 重 构 出 的 波 前 相 位 与 PSF 重 构 结 果

Fig.3 Wavefront phase and PSF reconstruction results by our

proposed method

图 4 不 同 湍 流 强 度 下 目 标 图 像 复 原 结 果

Fig.4 Object images restoration results in different turbulence strength

表 3 不同WFS测量噪声水平下 PSF估计相对

误差结果

Tab.3 Relative error results of PSF estimation in

different WFS noise levels

SNR

/dB
-1

PSF

error
0.147 2

0.1

0.144 6

30 40

0.129 3 0.129 1

1

0.141 0

10 20

0.130 0 0.129 5

0117004-4

D/r0

PSF

15

30

Jefferies methods

0.570 7

0.842 8

Method of this paper

0.161 1

0.508 6

50 1.030 0 0.635 0

Image

15 0.074 6 0.049 4

30 0.212 2 0.091 0

50 0.353 9 0.217 6
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3 结 论

文 中 提 出 了 一 种 短 曝 光 成 像 中 利 用 波 前 传 感 器

测 量 数 据 去 复 原 地 基 自 适 应 光 学 图 像 的 方 法 袁 该 方

法 基 于 对 波 前 相 位 的 区 域 表 示 而 非 Zernike 模 式 分

解 袁 整 个 的 后 处 理 过 程 并 不 会 丢 失 湍 流 波 前 相 位 携

带 的 高 频 信 息 袁 也 不 会 出 现 奇 异 矩 阵 遥 仿 真 实 验 结 果

验 证 了 文 中 提 出 方 法 的 复 原 性 能 及 噪 声 抑 制 能 力 遥

在 地 基 自 适 应 光 学 图 像 后 处 理 的 过 程 中 袁 波 前 重 构

与 图 像 复 原 都 属 于 是 不 适 定 的 逆 问 题 袁 通 过 文 中 的

方 法 可 以 将 波 前 重 构 问 题 转 化 为 良 态 问 题 遥 实 际 中 袁

地 基 成 像 设 备 波 前 传 感 器 与 成 像 CCD 往 往 工 作 频

率 不 一 致 袁 下 一 步 工 作 将 研 究 基 于 文 中 降 质 波 前 相

位 区 域 表 示 法 去 利 用 多 帧 波 前 斜 率 测 量 数 据 恢 复 目

标 图 像 的 方 法 遥
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