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摘 要院 基于夫琅禾费衍射理论，通过对衍射积分的核函数进行近似，推导并得出了简洁的经圆环形

孔径衍射的高斯光束远场发散角的近似解析式。在不同衍射孔径外径和不同遮拦比的条件下，将该解

析式与严格的夫琅禾费衍射积分进行比较，发现二者求出的远场发散角接近一致，最大误差不超过

2.7%。与传统数值积分求取光束发散角相比，该近似解析式在避免繁琐的积分运算同时保持了较高

的精度。该解析式成立条件为高斯光束的束腰直径大于等于 3.5 倍中心遮拦直径，且小于等于孔径直

径；在实际工程应用中，特别是具有大口径、小遮拦比特点的空间激光通信光学天线这一应用场景，

该条件一般能够被满足。
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Far-field divergence for Gaussian beam under
annular aperture diffraction
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Abstract: The simple approximated analytic expression for the far-field divergence angle of Gaussian beam
diffracted by an annular aperture was derived based on the Fraunhofer diffraction theory and by the
approximate of the diffraction integration kernel function. For diffraction aperture with different diameters
and obscuration ratios (OR), the analytic expression was compared by strict Fraunhofer diffraction
expression, and the far-field divergences solved by these two expressions were nearly identical. The error
was no more than 2.7%. Compared with the traditional method of getting the beam divergence by numerical
integration, the troublesome integral was avoided, but a relative high precision was kept through this
approximated formula. The analytic formula was effective on condition that the Gaussian beam waist
diameter was more than or equal to 3.5 times the obscuration diameter, and less than or equal to the
aperture diameter. In an actual engineering application, especially the space laser communication optical
antenna with the characteristics of large-aperture and small-OR, the establishing conditions generally are
satisfied.
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0 引 言

在空间激光通信应用中袁 激光高斯光束的远场

发散角大小是系统设计时需要考虑的重要指标遥 一

般而言袁光束发散角越小袁越能够有效地 利用激光

能量袁从而降低对接收器灵敏度的要求袁信号光的捕

获也变得更为容易遥对于星地或星间激光通信袁其发

射天线通常设计为大口径卡塞格林反射式结构袁这
种光学结构有圆形的中心遮拦袁 使得整个系统具有

环形光阑袁 并使高斯光束发生基于圆环孔径的衍射

效应 [1-3]遥 因此袁如何方便快捷地求取环形孔径限制

下高斯光束的远场发散角袁判别光束质量袁是实际应

用中十分关注的问题遥
传统上多通过数值积分法来求出高斯光束的远

场光强分布袁进而求出光束边缘光强为中心强度 1/e
处所对应的发散角 [4-6]遥 该方法过于繁琐袁必须借助

计算机才能完成袁 因此有许多研究者提出了使用更

为方便的发散角近似式袁如院E.M.Drege 等人推导了

傍轴高斯光束圆孔衍射下的束散角近似解析式 [7]曰
刘宏展等人在此基础上得到了圆孔限制下有相位变

化的高斯光束远场发散角近似计算式 [8]曰周国泉等

人推导了高斯衍射光束 TE 项和 TM 项远场孔径角

的有限项级数展开式等 [9]遥 但以上研究都是针对圆

孔衍射袁 当孔径形状为圆环形时袁 以上公式不再适

用遥 因此袁仍需进一步寻找计算方便尧精确度高的环

形孔径受限的高斯光束远场发散角近似表达式遥
文中借助于数学处理技巧袁 得到了简洁的环状

孔径受限高斯光束远场发散角的近似解析式遥 只需

知道高斯光束的波长尧 束腰半径与圆环内外半径的

大小袁便可依此式求得高斯光束远场发散角遥在不同

的参量条件下袁 将该解析式求得的结果与衍射积分

求得的发散角进行对比 袁 发现最大误差不超过

2.7%遥 可见该式具有较高精度袁且形式简单袁为工程

计算带来一定方便遥
1 高斯光束经环形光阑衍射的远场发散角

近似解析式

星间激光通信系统中袁 准直天线一般为具有中

心遮拦的两反射镜系统袁 且经天线变换后的光束能

量在横截面上仍具有高斯分布遥因此袁光束在通过光

学天线时发生的物理行为等同于一高斯光束在传播

过程中受到环形孔径限制而发生衍射遥 为研究该光

束的远场发散特性袁 首先给出圆环受限情况下的远

场复振幅分布遥为简化问题袁假设高斯光束具有单位

振幅袁且束腰位于光学系统主面上袁则远场复振幅积

分式为[10]院

U(r忆,z)=
exp(ikz)exp(i kr忆

2

2z )
ikz 窑

2仔
a1

a2

乙 exp - r2
w2

0
蓸 蔀 J0

krr忆
z蓸 蔀 rdr (1)

式中院a1 尧a2 分别为圆环外半径和内半径 曰k=2仔/ 袁其
余变量含义见图 1遥

根据公式(1)袁对于观察屏轴上点袁其复振幅解

析式为院
U(0,z)=C窑2

a1

a2

乙 exp - r2
w2
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蓸 蔀 rdr=

C窑w2
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式中院C= exp(ikz)
i z 窑仔袁则|C|=仔遥

高斯光束的发散角定义为光束幅值为最大值的

1/e 点所对应的光场径向距离 r忆
e
与光束传播距离 z

的比值[11]遥 即院
|U(r忆

e
,z)|= U(0,z)

e (3)

div=
r忆
e
z (4)

公式(1)的精确解析解难以求出袁导致在求取远

图 1 高斯光束圆环衍射参数

Fig.1 Annular aperture diffraction parameters for Gaussian beam
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远场发散角时只能进行繁琐的数值积分遥 为了解决

这一问题袁将对公式(1)的被积函数进行深入研究遥
被积函数部分可写为院

L(r,r忆,z)=exp - r2
w2

0
蓸 蔀 J0

krr忆
z蓸 蔀 (5)

由于在 r忆臆 re 情况下袁公式(5)中的零阶贝塞耳

函数可以使用高斯函数近似[7-8]袁即
J0

krr忆
z蓸 蔀抑exp - r2

v(r忆)2蓸 蔀 (6)

式中院v(r忆)=Kz/kr忆袁K 为一个需要确定的常数遥
则公式(6)可转换为院

L(r,r忆,z)抑exp - r2
w2

0
蓸 蔀 exp - r2

v(r忆)2蓸 蔀 = exp - r2
u(r忆)2蓸 蔀 (7)

式中院 1
u(r忆)2 =

1
w2

0

+ 1
v(r忆)2 袁易知u(r忆)是一个实数遥

将公式(7)代入公式(1)中袁得到院
U(r忆,z)=C忆窑2

a1

a2

乙 exp - r2
u(r忆,z)2蓘 蓡 rdr=

C忆u2 exp -
a2

2

u2蓸 蔀-exp -
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2

r2蓸 蔀蓘 蓡 (8)

式中院C忆= exp(ikz)exp i kr忆
2

2z蓸 蔀
i z 窑仔袁则 |C忆|=仔=|C|遥

令 D= |U(0,z)|
e|C| 袁则根据公式(2)可得到院

D=w2
0窑 exp -

a2
2

w2
0

蓸 蔀蓘 蓡 -exp -
a2

1

w2
0

蓸 蔀蓘 蓡嗓 瑟 /e (9)

易知对于确定参量的光源与衍射孔径袁D 是一

个常数遥
根据公式(3)袁有院

U(r忆
e
,z) = C 窑D (10)

根据公式(8)袁有院
U(r忆

e
,z) = C忆 窑u2 exp -a

2
2

u2蓸 蔀-exp -a
2
1

u2蓸 蔀蓘 蓡 (11)

联立公式(10)尧(11)袁并假设圆孔半径远大于光

束束腰大小袁即 w0 垲 a1袁则公式(11)中的 exp -a
2
2

u2蓸 蔀抑0遥
则得到

u2exp -a
2
2

u2蓸 蔀=D (12)

为尽量减小能量损失袁 通信用卡式天线的中心

遮拦 a2 一般设计的很小遥 故有假设 a2 垲u袁则 a2
2 /u2寅

0袁可对公式(12)中的指数项作泰勒近似袁得到院
u2 1-a

2
2

u2蓸 蔀=D (13)

整理公式(13)袁得院
1
w2

2

+ kre忆
Kz嗓 瑟 2

= 1
a2

2+D
(14)

整理公式(14)袁得院

div= re忆z =K
k

1
a2

2+D
- 1

w2
0

嗓 瑟 1/2 (15)

为了求得常数 K 的值袁需要得到 div 在极端情

况下的值遥 在光束自由传播情况下袁认为衍射孔径

外径 a1 无限大袁a2 = 0袁则公式(9)和(15)可简化为院
D=w2

0 /e (16)

free= K
2仔

1
D - 1

w2
0

嗓 瑟 1/2 (17)

将公式 (16)代入公式 (17)袁得到自由传播情况

下袁光束传播无穷远距离后发散程度院
free= K e-1姨

2 仔w0

(18)

由于自由传播情况下高斯光束在无穷远处孔径

角为[10]院
free= 仔w0

(19)

比较公式(18)尧(19)袁即可得到K值院K = 2 / e-1姨 抑
1.525 7遥 依据参考文献[7]中提出对 K 值做适当修

正袁以使近似式与真值更为接近的思想袁此处对 K
乘以一个经验性的修正因子 1.02袁并代入公式(15)袁
即得到了满足远场条件时袁高斯光束经准直系统后

的束散角的近似解析式院

div= 1.556 2
k

1
a2

2+D
- 1

w2
0

蓸 蔀 1/2

(20)

其中 D 的含义见公式(9)遥 对于公式(20)袁其值

通过对光束参量进行简单的运算即可得到遥
公式 (20)的推导中使用了 a2臆u袁 w0臆a1 的假

设遥 实际上 袁 该式的成立条件可简化和放宽至

3.5a2臆w0臆a 遥 下一节将通过数值计算验证公式(20)
的适用范围遥
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2 远场发散角数值仿真计算

下面将讨论公式(20)能否很好地近似利用公式

(1)得到的发散角数值及两式的吻合程度遥 由于光通

信中使用的具有中心遮拦的反射式天线通常口径大

于 100 mm袁且为了减少能量损失袁中心遮拦一般不

超过 1/10遥 因此取中心遮拦占整体口径的比例分别

为 1/10 和 1/12袁 通光半孔径 a1 分别为 50尧60尧75mm
的情况来进行验证遥 光束波长 = 790 nm袁 则 a1=
75 mm 时瑞利距离 L =仔a1/ = 22 358 m遥 选择远场

距离 z=100L曰光束束腰的取值为中心遮拦 a2 的 3.5 倍

或更大袁但小于光学系统的通光口径 a1遥画出远场发

散角随束腰大小的变化曲线袁如图 2 所示遥

由图 2 中可以直观地看出袁利用公式(1)和(20)
计算得出的数据插值形成的曲线吻合得较好遥 并可

观察到院 衍射孔外径不变时袁 高斯光束衍射后的远

场发散角随光束束腰大小增加而减小遥 在光束束腰

大小不变时袁远场发散角随衍射孔外径增大而减小遥
图 3 为两种不同的遮拦比情况下袁 解析式与真值的

误差值(公式(1)所得结果与公式(20)所得结果的差

值与公式(1)结果相除得到的比值)遥 可见对于 50尧
60尧75 mm 口径的光学系统袁当遮拦比为 1/10 时袁文
中给出的远场发散角近似解析公式(25)与实际值的

误差小于 2.7%曰当遮拦比为 1/12 时袁公式(20)与实

际值误差值的绝对值小于 2.1%遥对于某一固定的衍

射孔径和遮拦比袁误差首先随束腰的增大而减小袁这
是由于此时 a2

2 /u2 越来越趋近于 0袁满足公式(12)中

泰勒级数展开的条件袁使得公式(12)过渡为公式(13)
时的误差越来越小遥 随着束腰进一步增大袁公式(11)

中的 exp(-a2
1 /u2 )逐渐不能简单近似为 0袁使得误差

逐渐增大袁但其绝对值仍然不高于 2.7%袁且增幅逐

渐减小袁 到束腰与衍射孔径等大时袁 误差值基本稳

定遥 因此在满足 3.5a2臆w0臆a的条件下袁用公式(20)
来估算圆环孔径衍射的高斯光束远场发散角是合适的遥

在实际工程应用中袁 3.5a2臆w0臆a1 的情况是十

分常见的遥 以一个通信波长为 790 nm 的反射式光学

发射卡式天线为例袁 假设该系统半口径 a1 为 75mm袁
中心遮拦比为 1/10(即 a2 为 7.5 mm)袁F 数为 5袁焦距

图 3 不同衍射外径条件下袁公式 (1)与 (20)的误差随束腰

大小变化的曲线

Fig. 3 Curves of errors between Eq. (1) and Eq. (20) with the

raius of beam waists in different diffraction apertures

图 2 衍射口径不同时袁公式 (1)和(20)计算得到的远场发散

角随束腰半径大小变化的关系曲线

Fig.2 Curves of the far-field divergence angles calculated

by Eq.(1) and Eq.(20) with the radius of beam waists

in different diffraction apertures

王 超等院圆环孔径衍射高斯光束远场发散角研究 3637



红外与激光工程 第 44 卷

为 750 mm遥 激光器采用单模尾纤接入光学系统袁模
场半径(即初始束腰)为 5.3 滋m遥 为了得到最好的准

直效果袁 通常将激光器发出的光束束腰定位于光学

系统的前焦面上遥 此时被光学系统变换后的高斯光

束有最大的束腰半径袁可写作[10]院
w0 =f忆 (仔w01) (21)

式中院w01 为光纤模场半径曰 为光源波长曰f忆为光学

系统焦距曰w0 为天线变换后的光束束腰遥 将各参数

代入袁得到变换后的光束束腰 w0 为 35.58 mm袁满足

3.5a2臆w0臆a遥 假设其他参数不变袁 但光学系统的 F
数变为 10袁此时 w0 为 71.16 mm袁仍然符合公式(20)
成立的前提条件遥 可见文中推导的高斯光束发散角

近似解析式虽然只能在一定条件下使用袁 但在大多

数情况下该式成立的条件能够被满足遥 因此公式

(20)具有一定的实际意义遥
3 结 论

文中对通过环形光阑发生衍射的高斯光束的远

场发散角进行了理论研究遥 通过对夫琅禾费衍射积

分的核函数进行近似袁 将繁琐的衍射积分转化为简

单的近似解析式遥 在不同的衍射孔径外径和不同遮

拦比的条件下袁 将该解析式求得的结果与衍射积分

求得的发散角进行对比袁发现二者十分吻合袁其误差

不大于 2.7%遥 但该解析式只适用于 3.5a2臆w0臆a的

情况袁当不满足此条件时袁它必须被修正袁因此具有

一定的局限性遥 但经第 2 节分析袁 针对实际工程应

用袁 特别是具有大口径尧 小遮拦比特点的空间激光

通信光学天线这一应用场景袁近似解析式(20)成立

的条件一般能够被满足遥 此时该解析式能够较为准

确地表征高斯光束远场衍射发散角袁且形式简单袁在
工程计算中有一定应用价值遥
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