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基于几何代数的 SVS-NLMS 点云配准算法

崔文弢，焦卫东，庞艳丽

(中国民航大学 天津市智能信号与图像处理重点实验室，天津 300300)

摘　要：针对欧氏空间点云配准方法匹配精度低、计算成本大、收敛速度慢等问题，利用几何代数对于

高维空间的表达能力，提出一种基于几何代数的点云配准算法。首先，将点云数据转化为几何代数形

式，基于几何代数的 rotor 转子，给出了几何代数空间点云配准的代价函数。其次，结合归一化最小均

方算法，将求解 rotor 转子模拟为信号滤波问题，在几何代数空间基于最速下降法构建 rotor 转子迭代

公式，使每次迭代计算仅使用一对匹配点对而不是全部点对。迭代计算得到的转子可用于任意维度的

旋转估计问题，从而将三维点云逐步旋转配准。最后，为进一步解决收敛速度与稳态误差之间的冲突，

利用 Sigmoid 函数给出了一种变步长的 rotor 转子迭代公式，在加快收敛速度的同时降低稳态误差。

采用模型数据集与公共数据集验证所提算法的配准性能，与经典迭代最近点算法相比，模型数据集的

配准精度由 10−2 提升至 10−8 数量级，公共数据集的配准精度提升 35%，所提算法收敛速度更快，配准

精度更高，且具有较低的稳态误差。

关键词：几何代数；  点云配准；  rotor 转子；  归一化最小均方
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SVS-NLMS point cloud registration algorithm
based on geometric algebra

Cui Wentao，Jiao Weidong，Pang Yanli

(Key Laboratory of Intelligent Signal and Image Processing, Civil Aviation University of China, Tianjin 300300, China)

Abstract:   To address  the  problems of  low matching  accuracy,  high  computational  cost  and slow convergence
speed  of  point  cloud  registration  methods  in  Euclidean  space,  a  point  cloud  registration  algorithm  based  on
geometric  algebra  was  proposed  by  using  geometric  algebra ’s  expressive  power  for  high  dimensional  space.
Firstly, the point cloud data was transformed into geometric algebraic form, and based on the rotor of geometric
algebra, the cost function of point cloud registration in geometric algebra space was given. Secondly, combined
with  the  normalized  least  mean  square  algorithm,  the  solution  of  the  rotor  was  simulated  as  a  signal  filtering
problem, and the rotor iteration formula was constructed based on the steepest descent method in the geometric
algebraic  space,  so  that  only  one  points  pair  instead  of  all  point  pairs  was  used  for  each  calculation.  The  rotor
obtained by iterative calculation could be used for any dimensional rotation estimation problem, so that the three-
dimensional  point  cloud  was  gradually  rotated  and  registered.  Finally,  in  order  to  further  optimize  the  conflict
between  the  convergence  speed  and  the  steady-state  error,  a  variable-step  rotor  iteration  formula  was  given  by
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using the Sigmoid function, which can speed up the convergence speed while reducing the steady-state error. The
registration performance of the proposed algorithm was verified by using the model data set and the public data
set. Compared with the classical iterative closest point algorithm, the registration accuracy of the model data set is
increased from 10−2 to 10−8 orders of magnitude, and the registration accuracy of the public data set is increased
by  35%.  The  proposed  algorithm has  faster  convergence  speed,  higher  registration  accuracy  and  lower  steady-
state error.
Key words:   geometric algebra;      point cloud registration;      rotor;      normalized least mean square

 

0    引　言

近年来，随着光电子学的进展，由激光扫描得到

的三维点云数据作为计算机视觉方面研究的热点

问题被广泛讨论。其中，三维点云配准问题更是核心

问题。

现阶段，国内外点云精确配准方案均基于 Besl提

出的最近点迭代 (Iterative Closest Point, ICP)算法 [1]。

2017年，Michiel等人将源点云和目标点云 (也称为模

型点云)转换为八叉树数据结构来加速最邻近对应点

的搜索过程[2]。2014年，王兆丰等人设计出一种基于

自适应邻域尺寸选择的点云法向量估计算法来进行

点云配准，克服了邻域选择半径过大或过小的问题，

提高配准精度[3]。2017年，王帅等人提出一种基于区

域分割的重叠区域提取方法，在点云采集视角差异较

大的情况下仍能提取重叠区域，提高了配准效率[4]。

但 ICP算法的性能主要取决于两个输入点云是

否有良好的初始位姿，否则容易陷入局部最优问题，

且搜寻对应点花费时间较长导致随着数据量的增大，

配准效率变低，为此需要先对点云进行初始粗配准以

达到较好的初始位姿。而几何代数提供了一个不使

用坐标信息的高效计算框架，简化计算复杂度，用于

点云配准，可减少配准算法所需的匹配点对数量。

19世纪 70年代，Clifford建立了 Clifford代数，又

称几何代数，其将点积和外积统一到几何积中。

2005年，李洪波提出了共形几何代数 [5] 之后，该数学

理论得到了进一步发展，在机器人[6]、GIS地理信息[7]

等领域的应用越来越多。

将几何代数用于点云配准，可以不依赖于点云间

的初始位姿，极大程度上提高了点云配准精度。

2016年 ， Wilder提 出 基 于 几 何 代 数 的 最 小 均 方

(Geometric  Algebra-Least  Mean  Squares,  GA-LMS)算

法，应用于三维点云配准问题 [8] 与六自由度恢复问

题[9]，利用信号滤波器解决点云配准问题，减小了计算

代价；2020年，Wang等人设计出几何代数归一化最

小 均 方 (Geometric  Algebra-Normalized  Least  Mean

Squares, GA-NLMS)算法 [10] 和几何代数最小均值峰

度 (Geometric  Algebra-Least  Mean  Kurtosis,  GA-

LMK)滤波器 [11] 用来处理多维信号。参考文献 [10]

发现 GA-LMS收敛过慢，无法利用较少的匹配点对达

到收敛，而用于处理多维信号的 GA-NLMS可以较快

达到收敛，但无法保持较好的稳态误差。

文中将 GA-NLMS应用于三维点云配准问题，通

过将点云数据转化为几何代数表示、构造误差函数、

利用几何代数 rotor转子结合最速下降法实现点云间

的逐步旋转匹配，仿真结果显示算法极大提高了匹配

精度，并不受初始位姿影响。另外，根据归一化最小

均方算法无法平衡收敛速度与稳态误差冲突的不足，

进一步设计了基于几何代数的变步长归一化最小均

方 (Geometric  Algebra-Sigmoid  Variable  Step-size

Norma-lized  Least  Mean  Squares,  GA-SVSNLMS)算

法，实验结果表明，新算法有更快的收敛速度与更高

的稳定性。 

1    欧氏空间中的点云配准

三维点云配准的实质是将两个不同视角下获得

的输入点云，通过求解其刚体变换得到旋转矩阵 R 和

平移矢量 T，整合到同一个坐标变换系下。

V = {vn
′ |n = 1,2, · · · ,K }

U = {un
′ |n = 1,2, · · · ,K }

设目标点云为 ，待配准点

云为 。在配准过程中，需要找

到两个点云间对应的旋转矩阵 R 和平移矩阵 T，使得

U 可以映射到 V，由此可以转化为一个有约束的旋转

矩阵 R 和平移矩阵 T 的最小二乘问题：

  红外与激光工程  
第 12 期 www.irla.cn 第 50 卷

20210115–2



F(R,T) =
1
K

K∑
n=1

∥vn
′−Run

′−T∥2 (1)

v u

vn = vn
′− v,un = un

′−u T = v−Ru

设 和 为两个点云的质心，则点云中相对于质心

的坐标由 得到，将 代

入公式 (1)(将源点云质心平移至目标点云)，所以公式 (1)

可化简为：

F(R) =
1
K

K∑
n=1

∥vn−Run∥2 (2)

传统点云配准算法根据公式 (2)进行 SVD分解，

计算复杂、计算量巨大，而将问题引入几何代数空

间可以解决这类缺点。文中所有推导都基于公式

(2)进行。 

2    几何代数空间的点云配准
 

2.1   几何代数基本定义

几何代数空间中最重要的计算符为几何积，包含

了几何代数中最基本的两种用于子空间构建的运算

符：外积与内积，即：
几何积：ab = a · b+ a∧ b

外积：a∧ b = (|a| × |b|sinθ)i

内积：a · b = (|a| × |b|cosθ)i

(3)

b b式中：a 和 为几何代数空间中两个元素；θ为 a 和 的

夹角；i 表示运算空间。

外积运算对子空间进行升维，内积运算对子空间

进行降维，几何积将两者相互融合，从而计算出维度

混合的多重向量 [12]。几何积中同时包含的内积和外

积，类似于复数中的实部与虚部，符号“+”仅对不同维

度的几何对象进行连接，并不进行任何其他操作。

e1,e2,e3, · · · · · · ,en

e1,e2,e3

n维几何代数空间 Gn 是欧氏空间 Rn 的几何拓

展。一组正交基 可以构建一个 n维

几何代数空间 Gn。例如，对 R3 中三个单位正交基向

量 ，由公式 (3)有：

eie j = ei · e j+ ei∧ e j = ei∧ e j ≜ ei j,

i = 1,2,3, j = 1,2,3

e1e2e3 = e1∧ e2∧ e3 ≜ e123

(4)

而 eij=−eij，故由欧氏空间的单位向量基可扩张为

一个 23=8维的线性空间：

G3 = {1,e1,e2,e3,e12,e23,e13,e123} (5)

G3 中最基本的元素为多重矢量 M，形式为：

M =m0+m1e1+m2e2+m3e3+

m12e12+m23e23+m13e13+m123e123 =

⟨M⟩0+ ⟨M⟩1+ ⟨M⟩2+ ⟨M⟩3 =∑
k

⟨M⟩k
(6)

⟨M⟩0=m0 ⟨M⟩1=m1e1+m2e2+m3e3 ⟨M⟩2=m12e12+

m23e23+m13e13 ⟨M⟩3 = m123e123 ⟨M⟩k

式中： ， ，

， 。 为 k阶片积，其

逆为：

M̃k = (−1)
1
2 k(k−1)⟨M⟩k (7)

M̃ = ⟨M⟩0+ ⟨M⟩1−
⟨M⟩2−⟨M⟩3

来自公式 (6)一个多重向量 M 可以被表示为不

同等级的片积组合，因而可计算其逆为

。

∗

在几何代数空间中两个多重向量 A 和 B 的标量

积 为：

A∗B = ⟨AB⟩0 (8)

因此一个多重向量 M 的标量积为：

|M|2 = M ∗ M̃ =
∑

k

|M|2k (9)
 

2.2   基于 GA-NLMS 的点云配准

为解决参考文献 [8]中 GA-LMS算法在点云配准

过程中收敛速度较慢这个问题，文中将用于多维信号

处理的 GA-NLMS用于点云配准，以加快点云配准的

收敛速度。

欧氏空间中 NLMS是最小均方算法的一种变体，

意在加快收敛速度[13]，迭代公式为：

h(n+1) = h(n)+
(
µe(n)x(n)
xH(n)x(n)

)
= h(n)+µ

e(n)x(n)
∥x(n)∥2

(10)

e(n) = d(n)−hH(n)x(n) d(n)

hH(n)x(n)

x(n)

h(n)

式中： ，是期望响应 和滤波输

出信号 之间的误差函数。NLMS依据输入信

号 在迭代过程中估计梯度矢量，并更新权系数

，以达到最优的自适应迭代。

x(n)

β

为防止 过小而导致步长过大，可以加入稳定

因子 来调控，公式 (10)可修改为：

h(n+1) = h(n)+µ
e(n)x(n)(
β+ ∥x(n)∥2

) (11)

β通常被设定为 0或 1，文中对两种取值都进行仿

真实验，以讨论不同取值对于点云配准问题的影响。

文中将上述分析引入 G3，将目标点云及待配准点
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云中的三维点 vn、un 化为几何代数形式：

vn = xvn ∗ e1+ yvn ∗ e2+ zvn ∗ e3

un = xun ∗ e1+ yun ∗ e2+ zun ∗ e3
(12)

Run

Run = run r̃ rr̃ = r̃r =

|r|2 = 1 d(n) run r̃ hH(n)x(n)

则公式 (2)中旋转操作 在几何代数空间中

可利用 rotor转子 r 表示为： ，其中

。将 vn 看作 ， 看作 ，则：

e(n) = vn− run r̃ (13)

F (R)因此公式 (2)中的函数 可以变形为新的代价

函数：

J(r) =
1
K

K∑
n=1

e(n)∗ ẽ(n)=
1
K

K∑
n=1

⟨e(n)ẽ(n)⟩= 1
K

K∑
n=1

|e(n)|2

(14)

从而将三维点云配准问题模拟为信号滤波问

题，构造新的迭代公式来解决点云配准问题。设 rn 为

第 n次迭代计算出的转子，将公式 (13)代入公式 (14)

可得：

J(rn) =
1
K

K∑
n=1

(vn− rnun r̃n)2 =

1
K

K∑
n=1

(
|vn|2+ |un|2+2⟨vnrnun r̃n⟩0

)
(15)

J(rn)为保证每次迭代代价函数 都在减小，由梯度

下降法及常规 NLMS递归公式 (11)可以得到如下迭

代公式对转子进行估计：

rn+1 = rn+µ
∂r J(rn)
β+ ∥un∥2

(16)

∂r J(rn) = e(n)x(n) ∂r式中： ； 是几何代数中关于 r 求偏导

的微分算子，可以发现这是对标量积的求导。利用其

对称性和重新排序的属性[14] 进行计算：

∂r J(rn) =
2
K

K∑
i=1

∂r ⟨vnrnun r̃n⟩0 =

2
K

K∑
n=1

(
∂r [ṙn ∗ (un r̃nvn)]+∂r

[
˙̃rn ∗ (vnrnun)

])
=

2
K

K∑
n=1

(un r̃nvn− r̃n (vn rnun) r̃n) =

2
K

r̃n

K∑
n=1

((rnun r̃n)vn− vn(rnun r̃n))

(17)

x∧ y =
1
2

(xy− yx)

又因为关于两个向量的外积存在公式：

，则公式 (17)可化简为：

∂r J(rn) =
4
K

r̃n

K∑
n=1

vn∧ (rnun r̃n) (18)

∂r J(rn)

公式 (18)作为几何代数框架下的公式，是一个完

全的基于几何代数的梯度公式，使得点云配准问题可

以在几何代数空间解决。由公式 (17)可发现

中自变量变为 rn，故将归一化因子统一为 rn，公式

(16)变为：

rn+1 = rn+µ
∂r J(rn)
β+ ∥rn∥2

(19)

将公式 (18)代入迭代公式 (19)可得：

rn = rn−1+µ

4
k

 k∑
n=1

vn∧ (rn−1un r̃n−1)

 rn−1

β+ ∥rn−1∥2
(20)

k式中： 代表了算法中每次迭代用于计算的点云中的

对应点对数，k∈[1,K]。当 k=K时，每次迭代计算使用

了所有的 K对特征对应点，k=1时，每次迭代只使用

一对对应特征点，这时公式 (20)可化简为：

rn = rn−1+µ
[vn∧ (rn−1un r̃n−1)] rn−1

β+ ∥rn−1∥2
(21)

由公式 (21)，采用几何代数解决点云配准问题，

每次迭代只采用一个点对构造代价函数，相比传统采

用所有点对进行计算的 ICP方法，计算量更小，无须

对点云数据进行预处理，用最少的计算成本可以得到

更优的结果。 

2.3   基于 GA-SVSNLMS 的点云配准

β

β

β= 0

β

通过对 GA-NLMS进行仿真实验可以发现，当调

节因子 为 0时，GA-NLMS相较于 GA-LMS在解决

点云配准问题时有更快的收敛速度，但收敛后波形仍

然有波动，这说明虽然收敛速度变快但稳态误差变

大。当调节因子 为 1时，虽然收敛后波形波动有所

调节，稳态误差变小，但是收敛速度相较于 时变

慢。分析原因可以发现，NLMS本质上是一个变步长

的归一化均方算法，根据原 LMS算法中误差信号与

远端输入信号的乘积，对远端输入信号的欧氏范数进

行归一化处理，将固定步长因子的 LMS算法变为根

据输入信号时变的变步长算法。所以当加入稳定因

子 后，每次迭代的瞬时误差变小，导致步长值变小，
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β= 0从而收敛速度变慢。当稳定因子 时，每次迭代瞬

时误差变大，步长值变大，在初期能通过较大的步长

快速达到收敛，但在收敛后由于步长值过大，导致稳

态误差变大，容易产生误配准状态。

为协调收敛速度与稳态误差之间的冲突，研究者

们设计了许多改进算法，覃景繁等[15] 发现 Sigmoid 函

数对于步长因子具有良好的调节效果，并证明了迭代

步长是代价函数的 Sigmoid 函数，将这种算法命名为

Sigmoid函数变步长 LMS算法 (SVSLMS)。但在误差

向量接近零时，迭代步长不具有缓慢变化的特性，变

化剧烈。因此文中结合 NLMS与 SVS-LMS两者的优

势，提出基于几何代数的 Sigmoid函数变步长 NLMS

算法 (GA-SVSNLMS)解决点云配准问题，以改善 GA-

NLMS收敛速度快但稳态误差过大的问题。

µ基于 Sigmoid函数，公式 (21)中步长 的迭代表

达式为：

µ(n) = γ
[

1
1+ exp(−α |e(n)|) −0.5

]
(22)

α,γ > 0式中： 。通过当前的误差情况调整式 (21)中的

步长，能够做到在初期迭代时使用较大步长加快收敛

速度，在接近收敛时使用较小的步长减小稳态误差。

因此将 Sigmoid函数作为步长迭代公式加入GA-NLMS，

可以解决收敛过后稳态误差过大的问题。

en = vn− runr̃在几何代数空间中误差估计 无法被

表达为标量，为此引入内积的另一个几何意义，即距

离度量。在几何代数中，为定义两个点之间的度量性

质，引入了内积运算，对于矢量 a 和 b 的内积，线性代

数与欧氏空间是等价的，即为一个标量。在三维空间

中，两个点的内积可以视为两点的距离，则公式

(22)可写为：

µ(n) = γ
[

1
1+ exp(−α |vn · rn−1un r̃n−1|)

−0.5
]

(23)

而 GA-SVSNLMS的 rotor转子迭代公式可以

写为：

rn = rn−1+µ(n)
[vn∧ (rn−1un r̃n−1)] rn−1

∥rn−1∥2
(24)

2.2节与 2.3节所提算法的流程相近，只是迭代公

式不同，故两种算法的流程图可归纳为图 1。 

3    仿真实验

为充分证明基于几何代数的NLMS与 SVS-NLMS

点云配准算法对三维点云模型配准尺度和精度的有

效性，验证算法的收敛速度，使算法具有普遍性，采用

了两个不同的三维点云数据进行实验。数据一来自

于参考文献 [8]，为两个同等大小的立方体，逐点匹

配；数据二来自斯坦福大学提供的 Bunny三维点云数

据。该仿真实验在 python环境下，因特尔六核处理

器 E5-2620和英伟达 K2200硬件条件下完成。

GA-NLMS、GA-SVSNLMS中的几何代数部分运

 

Turn the target point cloud and the source

point cloud to be registered into

Set initial value of rotor

construct the error function

calculated ?

Get the final rotor value

Yes

No

The rotor and the source point cloud

are calculated to get the result

Select the i-th matching point pair to

Calculate the (i+l)th rotor using the

geometric algebra form

error function and the ith rotor

Whether all matching point pairs are

图 1  算法流程图

Fig.1  Flow chart of proposed algorithm 
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算是使用 python中的 Clifford模块实现，该模块可以

将欧氏空间的点转换为几何代数空间形式，并进行内

积、外积和几何积等基本运算。对于所有仿真，rotor

转子的初始值均设定为：

r = 0.5+0.5e12+0.5e23+0.5e13 (25)
 

3.1   立方体配准

β

数据集一为人造数据集立方体：边长 0.5 m，点云

数目为 1 728个，目标点云与操作点云之间分别绕 x,

y, z轴旋转 120°，90°，45°的角度，如图 2(a)所示，此数

据的两个点云特征点逐一匹配，仿真分别采用 ICP、

SAC-IA+ICP、 GA-LMS、 GA-NLMS、 GA-SVSN-

LMS对数据集进行配准，图 2(b)为 SAC-IA+ICP配准

结果，图 2(c)为 GA-SVSNLMS配准结果 (由于几何代

数空间下精度几乎相同，只是收敛速度与稳态误差有

区别，只展示 GA-SVSNLMS结果 )，其中 GA-NLMS

分为调节因子 为 0或 1两种情况。从图 2(b)可以看

出：传统基于 SVD分解的 ICP算法配准虽然有一定

效果，但由于该算法对于点云数据的初始值要求相当

高，收敛性过度依赖初始位姿，所以无法对立方体达

到一个精度较高的配准效果。从图 2(c)可以看出两

个点云几乎完全配准，精度很高。表 1为五个配准算

法的精度对比，评价标准为对应点之间的均方根误差

(Root Mean Square Error, RMSE)。由表 1可看出，当

点云初始位姿较差时，ICP算法精度为 10−2 数量级，

经过 SAC-IA粗配准调整位姿后的 ICP算法虽然精

度有所提升，但效果一般，依然陷入局部最优。而基

于几何代数空间的算法都可以达到 10−8 数量级，精度

较高。

10log10(RMSE)

图 3(a)为几何代数空间每次迭代误差函数的曲

线，为使曲线更为直观，将 RMSE单位由 mm变为 dB，

即 。可以看出，随着迭代次数的增

加，误差函数逐渐减小直至收敛，说明该算法可以将

点云逐步配准，而不是整体计算。每次迭代只使用一

对匹配点，计算代价更小。而传统 ICP算法使用所有

的特征点对进行迭代，算法更偏向于对点云整体进行

计算，计算量增大，算法复杂度增加，导致迭代时间变长。

β = 1

β = 0

图 3(b)为代价函数曲线图，即每次旋转后操作点

云与目标点云之间的 RMSE，单位为 dB，通过图 3(b)

与表 1可以看出，GA-LMS收敛速度最慢，在迭代到

750次的时候达到收敛。其次为 GA-NLMS算法，调

节因子 时，在迭代到 175次左右收敛，而调节因

子 时，在 140次左右收敛。但从图中可以看出，

 

(a) (b) (c)

图 2  立方体数据集仿真实验结果。(a)原始数据；(b) SAC-IA+ICP算

法配准结果；(c) GA-SVSNLMS算法配准结果

Fig.2  Experiment  results  of  cube  data  set  simulation.  (a)  Raw  data;

(b)  Result  of  SAC-IA+ICP  algorithm  registration;  (c)  Result  of

GA-SVSNLMS algorithm registration 
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图 3  立方体数据集几何代数空间各算法收敛曲线。(a)误差函数收

敛曲线；(b)代价函数收敛曲线

Fig.3  Convergence  curves  of  each  algorithm  in  geometric  algebraic

space  of  cube  dataset.  (a)  Convergence  curves  of  error  function;

(b) Convergence curves of cost function 

 

表 1  各算法的运行精度与收敛速度

Tab.1  Running  accuracy  and  convergence  speed  of

different algorithms
 

Algorithm RMSE/mm Convergence speed/times

ICP 2.5079×10−2 1 000

SAC-IA+ICP 2.2483×10−2 1 000

GA-LMS 1.2617×10−8 750

β = 0GA-NLMS( ) 1.2684×10−8 140

β = 1GA-NLMS( ) 1.2679×10−8 175

GA-SVSNLMS 1.8852×10−8 70
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当调节因子为 0时，收敛后稳态误差较大，波形有较

大起伏，调节因子为 1时，稳态误差较小，波形几乎没

有起伏，造成这种情况的原因是，当调节因子为 0时，

由于归一化因子较小，导致步长较大，开始迭代时能

够加速收敛，但当收敛后，由于步长较大所以容易产

生过度旋转的情况，导致稳态误差较大。当调节因子

为 1时，解决了算法分母部分变大导致步长变小，虽

然收敛速度变慢，但当收敛后由于步长较小，可以保

持较小的稳态误差。收敛速度最快的是 GA-SVSN-

LMS，在迭代 70次达到收敛，且收敛后波形抖动相较

于 GA-NLMS有所缓解，有较小的稳态误差，由于引

入 sigmoid函数，可以在初期开始迭代时步长较大，达

到较快的收敛速度，在进入收敛后调整步长变小，以

达到较小的稳态误差。

由表 1和图 4可知，在同样配准误差精度的情况

下，GA-SVSNLMS在保持较快的迭代收敛速度的同

时还能保持较好的稳态误差，而 GA-NLMS虽然收敛

速度优于 GA-LMS，但是，当调节因子为 0时，稳态误

差较差，当调节因子为 1时，虽然保持了良好的稳态

误差，但收敛速度又不够快。 

 
 

(a) (b) (c)

图 4  斯坦福 bunny数据集仿真实验结果。(a) 原始数据；(b) SAC-

IA+ICP算法配准结果；(c) GA-SVSNLMS算法配准结果

Fig.4  Experiment  results  of bunny  data  set  simulation.  (a)  Raw  data;

(b)  Result  of  SAC-IA+ICP  algorithm  registration;  (c)  Result  of

GA-SVSNLMS algorithm registration
 

 

3.2   斯坦福 bunny 点云配准

样本 2 为斯坦福大学 bunny点云：点云数目为

778个，目标点云与操作点云之间绕 z轴相对旋转

45度角度，两个点云初始位姿如图 4(a)所示。通过参

考文献 [16]的方法可得到目标点云与操作点云之间

共 191对匹配点对，利用匹配的点进行误差函数构

建，逐一迭代 191次。与立方体数据一样，仿真分别

采用ICP、SAC-IA+ICP、GA-LMS、GA-NLMS、GA-SVSNLMS

对数据集进行配准，图 4(b)为 SAC-IA+ICP配准结

果，图 4(c)为 GA-NLMS配准结果。可以看出，bunny

点云数据通过传统 ICP方法与几何代数方法都达到

了一定的配准效果，只是配准误差精度有所不同，

表 2为六个配准算法的精度对比，评价标准为对应点

之间的均方根误差。

由表 2可以看出，六种算法对于 bunny数据集的

算法精度都为 10−3 数量级，但基于几何代数空间的算

法相较于 SAC-IA+ICP算法精度均提升了 25%以上，

其中 GA-SVSNLMS算法提升精度最高，达到 35%。

图 5(a)为对 bunny点云数据使用 GA-SVSNLMS
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图 5  bunny数据集几何代数空间各算法收敛曲线。(a) GA-SVSN-

LMS误差函数曲线与代价函数曲线；(b) 几何空间各算法代价

函数收敛曲线

Fig.5  Convergence  curves  of  each  algorithm  in  geometric  algebraic

space of bunny dataset. (a) Error function curve and cost function

curve of GA-SVSNLMS; (b) Cost function convergence curve of

each algorithm in geometric algebraic space 

 

表 2  各算法的运行精度与收敛速度

Tab.2  Running  accuracy  and  convergence  speed  of

different algorithms
 

Algorithm RMSE/mm Convergence speed/times

ICP 5.4046×10−3 200

SAC-IA+ICP 4.4687×10−3 200

GA-LMS 2.9595×10−3 210

β = 0GA-NLMS( ) 2.9443×10−3 55

β = 1GA-NLMS( ) 2.7620×10−3 85

GA-SVSNLMS 2.6658×10−3 40
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算法的误差函数曲线图与代价函数曲线图，可以看

出，该数据集利用几何代数空间算法进行逐点旋转配

准，通过代价函数曲线可以看出，随着逐渐旋转，两个

点云逐渐配准。由图 5(b)与表 2可以看出，GA-

LMS算法迭代速度最慢，直至匹配点对遍历完成时

才达到收敛，分析原因为步长固定导致的，变步长的

GA-NLMS算法比 GA-LMS算法收敛速度有所提升，

但和立方体数据集所显示的结果相同，调节因子为

1时，由于步长问题，收敛速度要小于调节因子为

0的 GA-NLMS算法，在 85次迭代时才开始收敛，后

者只使用了 55对匹配点对就达到了收敛，但稳态误

差前者优于后者。收敛速度最快的为 GA-SVSNLMS，

只使用了 40对匹配点对就达到了收敛，同时保持了

较好的稳态误差。

结合表 2与图 5可发现，同样的配准精度下，GA-

NLMS收敛速度优于 GA-LMS接近一倍，仅使用了一

半左右的匹配点对即可达到收敛，而 GA-SVSNLMS

在保证收敛速度的同时也达到了最大的精度。 

3.3   抗噪性能验证

为验证所提算法的鲁棒性，分别向 cube，bunny

N(0,σ2)点云数据添加 σ=0.003的概率密度函数为 的

高斯噪声，得到高斯噪声点云数据。图 6为加入噪声

后两种数据集目标点云与待配准点云对比以及欧氏

空间算法与几何代数空间算法对比。由表 3可得，在

加入高斯噪声后，各算法运行精度都有所下降，其中

cube数据集精度下降最多，分析原因为 cube数据集

的特征点为逐一对应，加入噪声后所有匹配点均有偏

离，导致精度下降。与传统 ICP算法和 SAC-IA+ICP

算法对比，几何代数空间下的点云配准算法，在保持

原有的收敛速度下，仍达到了比传统欧式空间点云算

法更高的配准精度。实验结果表明，在加入噪声的情

况下，GA-NLMS与 GA-SVSNLMS仍可以用较少的

匹配点对达到比 ICP算法更好的配准效果。

由上述三个实验可发现，立方体点云数据集一共

1 728个点，所有点均为匹配点，匹配点占比为 100%，

该点云配准精度可达 10−8 数量级，精度较高。而

bunny点云数据集一共 778个点，匹配点数为 191个，

占比 25%，配准精度为 10−3 数量级。分析原因可知，

虽然基于几何代数的点云配准算法可以利用较少的

计算代价达到较好的配准效果，但对于匹配点的质量

 

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 6  高斯噪声下各数据集仿真实验结果。(a) cube原始数据；(b) cube SAC-IA+ICP算法配准结果；(c) cube GA-SVSNLMS算法配准结果；

(d) bunny原始数据；(e) bunny SAC-IA+ICP算法配准结果；(f) bunny GA-SVSNLMS算法配准结果

Fig.6  Simulation experiment results of each data set under Gaussian noise. (a) Raw data of cube; (b) Result of SAC-IA+ICP algorithm registration of

cube;  (c)  Result  of  GA-SVSNLMS algorithm registration of  cube;  (d)  Raw data of  bunny;  (e)  Result  of  SAC-IA+ICP algorithm registration of

bunny; (f) Result of GA-SVSNLMS algorithm registration of bunny 
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有所要求。由于立方体数据集形状规则所限，所以匹

配点中的局外点 (outliers)较少，错误匹配较少。而

bunny数据集形状不规则，数据中局外点较多，匹配点

对中存在错误匹配，故匹配精度相较于立方体数据集

较差。但随着匹配点对的增多可发现算法收敛速度

随之下降，立方体数据集的收敛速度相较于 bunny数

据集各算法均慢 50%以上。

文中实验所采用的数据为小样本数据集，实现了

在几何代数空间下结合 sigmoid函数对点云实现配准

功能，在使用真实数据集进行验证时，由参考文献 [17]

可知，由于激光雷达扫描后，空间点云数量过大且存

在误差，需要进行降采样滤波，滤波后点云从十万数

量级变为几千个点，文中所使用 bunny数据集即为降

采样处理后从 106 数量级变为 102 数量级。之后可通

过 SHOT描述子对两个点云进行特征匹配，继而进行

几何代数空间下的点云配准。真实数据与文中使用

数据不同点为需要提前进行数据预处理，处理后，点

云数量级和配准流程与文中实验相同。真实数据中

容易遇见的最大问题为数据噪声过高无法进行高精

度配准，故文中对算法抗噪性进行了验证。GA-

SVSNLMS算法具有较好的鲁棒性。 

4    结束语

文中针对点云数据配准问题使用了基于几何代

数空间的 GA-NLMS配准算法，并根据 GA-NLMS算

法的不足进一步提出了 GA-SVSNLMS算法。不同于

传统欧式空间方法的利用所有数据点进行奇异值分

解计算，几何代数空间可以每次只采用一对匹配点对

进行计算，并利用高维数据表达能力构建迭代公式，

将三维点云问题模拟为信号传输问题。这表明几何

代数空间的算法不依赖于匹配点对的数量与初始位

姿，简化计算量的同时达到了更好的配准精度。GA-

SVSNLMS算法与传统 ICP方法与 SAC-IA+ICP方法

进行对比，在更小的计算代价下，利用最少的匹配点

对，达到最高的精度，同时具有更好的鲁棒性。
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