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摘　要：研究表明，由于相位比振幅包含更多关于场的信息，因此相位测量在现代科学和工程的诸多

分支中始终是研究的热点问题。在可见的电磁波范围内，相位信息很难通过现有的光电探测器直接采

集获取。相位恢复技术提供了一种从捕获的强度信息中将相位信息“计算”出来的有效手段，并已成功

应用于天文观测、生物医学成像和数字信号复原等多个科学领域。算法是相位恢复技术的核心，也是

该技术发展和应用的关键。文中结合物理学原理和信号处理方法对相位恢复算法的基本原理进行阐

述，综述了各类相位恢复算法的发展历程及其优缺点，并简单概述了相位恢复算法在光学领域的典型

应用，最终指明其面临的挑战和未来的发展趋势：更优异的收敛性能和噪声鲁棒性、恢复更复杂物体相

位信息的能力、多目标多任务集成的兼容性。
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Abstract:   Because  the  phase  contains  more  information  about  the  field  in  contrast  to  the  amplitude,  phase
measurement has always been a hot topic in many branches of modern science and engineering. Within the visible
range  of  electromagnetic  wave,  it  is  quite  difficult  to  directly  obtain  phase  information  by  the  existing
photodetectors.  Phase  retrieval  provides  an  effective  method  to   “figure  out ”  the  phase  information  from  the
captured  intensity  information,  and  has  achieved  successful  applications  in  several  scientific  fields  including
astronomical  observation,  biomedical  imaging  and  digital  signal  restoration.  Algorithm  is  not  only  the  core  of
phase  retrieval,  but  is  also  the  key  to  its  development  and  applications.  This  paper  demonstrates  the  basic
principles  of  phase  retrieval  algorithms in  combination with  physical  principles  and signal  processing methods,
summarizes  the development  of  various kinds of  algorithms as  well  as  their  advantages and disadvantages,  and
briefly lists some typical applications in the field of optics. Finally, the challenges are pointed out, and the future 
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development  directions  are  described  as:  better  convergence  performance  and  noise  robustness,  phase-retrieval
ability for more complex objects, compatibility for integration of multiple objectives and tasks.
Key words:   phase retrieval;      computational imaging;      signal processing;      optimization theory

 0    引　言

在波动光学中，单色相干光场可以使用二维复振

幅函数来描述，包含幅值和相位两个组成部分 [1−2]。

可见光的高时间频率和现有成像探测器的有限带宽

使得光学相位信息无法被直接记录[3]，通常只能探测

到光场的强度 (幅值的平方)信息 [4]。基于强度测量

的光学成像系统，包括照相相机和人眼等，足以满足

日常生活中对宏观世界观察的需求。然而，当人们试

图在光学显微镜下观察微观世界中的生命时，相位信

息的重要性 [5] 便表现得尤为突出。由于大多数生物

细胞和组织是透明的，对光的吸收很少，因此使用传

统的亮场显微镜来观察会存在成像对比度低的问

题。为了克服这一缺陷，研究人员设计了各种外源性

标记策略，其中荧光标记手段利用细胞不同部分对于

特定染料的亲和力发射出区分明显的荧光光谱，来提

高观测的对比度[6]。然而，荧光剂的光漂白特性以及

光毒性可能会干扰内源性生物过程，同时也对活细胞

的长时间成像提出了严峻挑战[7]。此后，人们开始探

究无标记成像的新思路，即通过测量光波透过样品前

后的相位变化来清楚地“看见”样品的内部结构。

无标记高对比度的活细胞成像最早是通过泽尼

克发明的相衬显微镜[8] 来实现的，该方法基于 4f 系统

的空间滤波将相位差转化为可视化的强度变化信

息。尽管相衬显微镜及其变体 (如差分干涉相衬技术[9])

实现了对透明生物细胞的活体观察，但是测量强度与

样品相位之间并非严格的线性关系，因此相位信息的

可视化只是定性层面的。随着数字图像传感器的出

现以及信息光学理论的完善，定量相位成像 (QPI)[10−11]

成为了成像技术领域的一大重要课题。以数字全息

术 [12−14] 为代表的干涉测量方法将目标光场的相位添

加到额外引入的参考光场中发生干涉，然后从获取的

干涉条纹中将可见的相位信息解调出来。干涉测量

方法的缺点是对于外部干扰非常敏感，因此往往对实

验环境的稳定性有很高的要求，这在天文观测、晶体

学、大孔径光学测试等应用场景中是很难严格满足的。

波前传感技术 [15−21] 是一类实现简单、无需参考

光的非干涉相位测量手段。典型的夏克-哈特曼波前

传感器 [15−17] 使用微透镜阵列将入射光场聚焦到传感

器的点阵上，通过测量该点阵相对于理想无像差情况

下光斑阵列的偏移量重构波前相位分布，目前已在显

微像差校正[22−23]、大气激光通信[24−25] 以及眼科学[26−27]

等领域取得广泛的应用。另一类基于衍射成像的定

量相位测量方法称为相位恢复，即从测量的衍射场强

度模式中反演出相位分布信息。尽管图像传感器无

法直接记录光场的相位信息，但是光场具备的某些特

性使得相位分布可以借助于算法恢复出来，即光波远

场的信息对应于近场信息的傅里叶变换。相位恢复

算法提供了在已知远场强度测量值以及某些先验知

识的前提下重构相位的可能性。

相位恢复的最初设想来自于晶体学研究领域，具

有周期性结构的晶体在远场信息中通常会包含傅里

叶变换峰值。Sayre[28] 猜想，在一些简单的情形下可

以根据傅里叶强度测量的某些精细特征 (峰值信

息)将散射波的相位信息恢复出来。20世纪 70年代，

以 GS算法 [29−30] 为代表的交替投影迭代算法首先将

这一设想付诸实践，从二维图像的傅里叶模值以及约

束中重构相位信息。20世纪末，Miao等人首次使用

X射线记录和重建非晶体结构的连续衍射图案，引发

了人们对光学相位恢复新的兴趣[31]。实际上，人们的

初衷是提高光学成像系统的空间分辨率。根据阿贝

衍射公式，分子尺度的特征无法在显微镜中使用可见

光观察，X射线则可以提供与原子尺度相当的衍射分

辨率。遗憾的是，简单地采用波长更短的电磁波是不

切实际的，因为在 X射线波段范围内工作的成像光学

元件和高相干光源的制造难度极高[31−32]。此外，随着

分辨率的提高，必须适当地增加曝光时间以提供合理

的成像信噪比 (SNR)[33]，高能量的 X射线会对样品造

成不可逆的损伤，因而远场强度测量值无法真实反映

样品的微观结构。

在研究 X射线成像早期遭遇的难题迫使研究人

员选择相位恢复的替代手段来重建微观尺度样品的

结构信息。X射线衍射、过采样和相位恢复的结合催
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生出目前非常活跃的研究领域，称为相干衍射成像

(CDI)。在距离样品足够远处放置一定范围的探测器

来记录远场衍射强度信息 (与样品傅里叶变换的幅值

平方成正比)，通过对样品施加合适的支持性约束，能

够实现纳米分辨率的相位恢复。

近十年来，光学相位恢复问题的研究热潮对信号

处理领域也产生了深远的影响。人们跳出光学领域

从衍射场傅里叶幅度测量值中恢复二维图像相位信

息的思维枷锁，构建起针对多维度信号的广义相位恢

复问题模型，利用最优化理论开发出了一系列性能强

大的相位恢复算法。基于凸松弛策略的优化算法[34−35]

可以提供相位信息精确恢复的保证，但需要将问题提

升到更高的维度空间，解决大规模半正定规划；非凸

优化算法[36−38] 的恢复保证依赖于精确的初始值设定，

能够在给定足够多测量值的情况下获得成功。

随着压缩感知技术的发展与普及，研究人员已经

开始探索相位恢复与稀疏性信息处理的关联。通过

引入稀疏性先验知识，相位恢复算法的重建性能和稳

定性得到改善。值得注意的是，由于光学系统对信号

的采集过程是非线性的，在相位恢复中使用基于稀疏

性的概念通常需要修改传统压缩感知理论中的线性

采样模型[39]，反过来也对非线性压缩感知的理论研究

起到了推动作用。深度学习作为近年来备受关注的

计算框架，将图像稀疏性通过正则化项融合到相位恢

复中来提升重建质量，为相位恢复算法的发展注入了

崭新的活力。

相位恢复提供了一种从捕获的强度信息中将相

位信息“计算”出来的有效手段，并已成功应用于天文

观测、生物医学成像和数字信号复原等多个科学领

域。算法是相位恢复的核心，也是该技术发展和应用

的关键。文中将相关的物理原理与信号处理方法和

算法联系起来，回顾了相位恢复算法的发展历程。图 1

简要绘制了相位恢复算法发展的时间线。文中的目

标是描述相位恢复领域当前的技术状态和应用场景，

确定其面临的挑战，并提出未来的发展趋势。相位恢

复问题在诸多科学分支中具有关键性意义，不断探索

与开发性能更加优异的相位恢复算法会对这些领域

的成功实践与良性发展做出重要的贡献。
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图 1  相位恢复算法发展时间线

Fig.1  Development timeline of phase retrieval algorithm 

 

 1    相位恢复数学模型

x ∈Cn

相位恢复问题的目标是从信号强度或幅度测量

值中恢复原始信号及其相位。使用一维离散向量

来表示待恢复信号，通过已知的采样向量

ai ∈Cn ⟨ai, x⟩得到信号的测量值 。信号的测量值不包

含相位，因此用模值的平方来表示强度测量值，即有：

yi = |⟨ai, x⟩|2, i = 1,2, · · ·m (1)

相位恢复的目标是求解上述二次方程组来获
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AT = [a1,a2, · · ·am] ∈Cn×m yT =
[
y1,y2, · · ·

ym
] ∈C1×m

取原始信号 x 丢失的相位信息。如果定义采样矩

阵 以及强度向量

，则相位恢复问题可以进一步地归纳为：

find x ∈Cn

s.t. y = |Ax|2 (2)

以上给出了相位恢复问题的数学模型，该模型具

有广泛的适用性，可以非常直观地向更高维度的信号

领域拓展。例如，在光学相位恢复问题中常使用二维

连续函数来表示感兴趣的物体以及光场的分布。实

际上，光学系统中数据的采集以及后续的数据处理通

常是离散化的，因此上述模型同样适用于光学相位恢

复问题的研究。

 1.1   傅里叶相位恢复

ai

αi [k] = e j2π(i−1)(k−1)/m

Fmn

对于傅里叶相位恢复问题，采样向量 对应于适

当维度的离散傅里叶变换，即 ，采样

矩阵则为 m 行的离散傅里叶矩阵取前 n 列组成的

m×n 矩阵 ，故傅里叶相位恢复问题可以表述为：

find x ∈Cn

s.t. y = |Fmn x|2 (3)

一维傅里叶相位恢复问题是多解的 [40]。许多完

全不同的信号具有相同的傅里叶变换强度，这意味着

从傅里叶幅度之中恢复相位信息的解并不是唯一

的。以下三种变换以及它们的线性组合具有相同的

傅里叶变换幅度：

x [k]→ x [k]e jθ(1) 全局相移： ；

x [k]→ x [k+ k0](2) 空间移位： ；

x [k]→ x[−k](3) 共轭转置： 。

这一类解并不会改变相位恢复解的整体轮廓，只

是对原图像进行位移或者旋转，由此产生的解模糊性

称为平凡模糊[41]。此外，任何一对具有相同自相关函

数的一维信号也会产生相同的傅里叶幅度，这类解的

存在则会导致非平凡模糊 [41−42]。有关二维及以上信

号的解的唯一性的探讨，可以参考有关文献[43−46]。

消除解模糊性的一种方式是对信号进行过采样

以获取更多关于信号的信息。通常而言，在多维信号

的离散傅里叶相位恢复中，当过采样倍数为 2时，可

以从傅里叶测量值中唯一地恢复出原始信号的相

位 [44]。然而，过采样意味着增加测量值的数量，导致

观测效率降低，不利于数据的处理、储存与传输。此

外，为了尽可能得到傅里叶相位恢复问题的唯一解，

还可以添加关于原始信号的先验信息，对信号的重建

施加约束。例如，如果真实信号表示某种强度或者概

率分布，那么信号本身必须是实值且非负的[47−48]。目

前比较热门的一种先验信息基于信号的稀疏性 [49−53]，

即信号向量中仅包含少量的非零元素。尽管大部分

自然信号本身不具有稀疏性，但是经过适当的线性变

换之后便成为稀疏信号。

不同的先验知识催生了大量相位恢复算法，表 1

将现有的相位恢复算法根据先验信息的不同进行了

表 1  相位恢复算法的分类

Tab.1  Classification of phase retrieval algorithms
 

Algorithm Pros Cons

Alternating projections[29,54]
Simple implementation
Wide applicability

Time-consuming
Low precision

Non-
prior

TIE[55]

Deterministic solution
Simple computation
Require no phase unwrapping and complex optical systems

Harsh preconditions
Lower precision compared with interferometry
Limited applications

KK relations[56]
Reconstruction with high quality and high speed
Require less data collection Require high precision of NA matching

SDP[34-35]

Guarantee for convergence and reconstruction accuracy

Not applicable to large-scale signals

Non-convex
optimization[36-38]

Struggle with parameter
optimization
Rely on initial estimate

Sparsity-
based

General[57-58]
Reconstruction with high quality and stability
Low computational cost

Applicable to objects with sparsity only

Deep learning[59-62] Powerful expressive ability
Lack of interpretability
Unable to deal with multiple models and applications
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分类，具体内容将从下文开始逐一进行介绍。

 1.2   广义相位恢复

考虑采样向量为一般测量向量的广义相位恢复

问题能够更深入地分析问题的本质，从而可以更简单

地推导理论保证。关于确保解的唯一性所需要的测

量值数量和性质，已有的数理结论主要涉及独立同分

布的随机测量向量。具体而言，解的唯一性探讨分为

实值和复值两种情形：

ai

m ⩾ (2n−1)

(1) 当模型采用实值测量，即 和 x 均为实数时，

个随机测量值以大概率确保解的唯一性[63]；

m ⩾ (4n−4)(2) 当模型采用复值测量时， 个随机测

量值足以确保解的唯一性[64]。

m ⩾ O
(
n logn

)从稳定性的角度来看，当实值测量中存在噪声干

扰时，可以从 个随机测量值中实现稳定

唯一性 [65]。表 2对相位恢复问题解的唯一性进行了

总结。
 
 

表 2  相位恢复问题解的唯一性[66]

Tab.2  Uniqueness of phase retrieval problem[66]

 

Item Content

Fourier measurements
1D No uniqueness

≥2D Uniqueness for real nonreducible signals with a twice oversampling rate

General measurements

Real signal Satisfying the complement property is necessary
2N–1 random measurements guarantee uniqueness with high probability

Real signal (noisy) Stable uniqueness requires nlogn measurements

Complex signal 4n–4 generic measurements are sufficient
 
 

 2    交替投影迭代算法

 2.1   单强度迭代算法

有关相位恢复算法最早的研究可以追溯到

1972年 Gerchberg和 Saxton提出的 GS算法 [29−30]，该

算法开创了交替投影迭代算法的先河。GS算法的原

理如图 2(a)所示，简单来说，初始相位的估计值通过

正逆傅里叶变换在空域约束集和频域约束集之间交

替映射，每次映射后计算的振幅分布都被替换为预先

测量的振幅数据。随着迭代的进行，空域相位信息逐

步从初始估计值往真实值方向收敛，最终可实现对

“丢失”相位信息的重建。尽管 GS算法能够简单有效

地实现相位恢复，但其本身也存在着明显的不足。交

替投影迭代算法属于典型的贪婪型算法，由于在迭代

过程中缺乏全局搜索机制，在求解非凸非线性的相位

恢复问题时不可避免地会出现以下问题[67−69]：

(1) 初值敏感：不同的迭代初始值将得到不同的

收敛结果，最终恢复的收敛解依赖于迭代算法的初始值；

(2) 局部最优：迭代易陷入停滞而无法达到精确

的全局解，最终的收敛解为局部最优值；

(3) 噪声敏感：当所测强度数据有较强的噪声干

扰时，相位重建质量显著下降。

为了改善 GS算法的收敛性能，确保算法能够收

敛到全局最优解，学者们通过优化算法的迭代机制提

出了一系列改进算法。Soifer等人基于线性加权思

想，在频域约束条件中添加线性加权因子，提出自适

应附加 (AA)算法[70]，其频域约束条件表示为：

F′ =
[
β
∣∣∣∣ √I0

∣∣∣∣+ (1−β) |F|
]
e jθ (4)

式中：β 是取值区间为 [0,  1]的加权常数，当 β=1时

AA算法退化为 GS算法。AA算法有效避免了迭代

停滞的问题，但是对于收敛速度的提升非常有限，收

敛精度也有待提高。Fienup在 GS算法的基础上，将

空域的幅值约束条件替换为对迭代估计值进行修正，

提出了误差下降 (ER)算法[71−72]，其空域估计值的更新

方式为：

fk+1 (x,y) =
{

f ′k (x,y) , (x,y) < γ
0, (x,y) ∈ γ (5)

式中：γ 表示设定的空域约束，这里的空域约束可以是

支持域约束 (比如信号在应该为零的地方是非零

的)或者非负性约束。ER算法具有更加广泛的适用性，

对于仅已知频域幅度测量值的信号也能在空域内

实现重构。随后，Fienup又在 ER算法的基础上进一

步加强空域约束的支撑性，引入负反馈机制，提出了

混合输入输出 (HIO)算法 [54](原理如图 2(b)所示)，其

空域估计值的更新方式可以描述为：

fk+1 (x,y) =
{

f ′k (x,y) , (x,y) < γ
fk (x,y)−β f ′k (x,y) , (x,y) ∈ γ (6)
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式中：β 是一个取值区间为 [0.5, 1]的常数，通常在取

0.7时算法效果最佳。HIO算法对于 GS算法的改进

侧重于将上一次迭代的输入值与本次迭代的输出值

相结合，有效降低了计算载荷，不变的是 HIO算法依

旧使用测量数据代替计算数据来实现迭代更新。

HIO算法的负反馈机制进一步加快了算法的收敛速

度，但是随着迭代的进行图像会出现振荡现象，因此

仍然存在较大的收敛误差。为此，Fienup对 HIO算法

进行改进，引入分段评估函数解决了 HIO算法估计值

更新不连续的问题，该算法被称为连续混合输入输出

(CHIO)算法[73]，其空域估计值的更新方式表示为：

fk+1 (x,y) =


f ′k (x,y) , α fk ⩽ f ′k

fk (x,y)− 1−α
α

f ′k (x,y) , 0 ⩽ f ′k ⩽ α fk

fk (x,y)−δ f ′k (x,y) , otherwise

(7)

式中：α 和 δ 是取值区间为 [0, 1]的常数。图 2(c1)~(c3)

分别展示了 ER、HIO以及 CHIO算法的下一次迭代

输入与当前次迭代输出之间的关系曲线。研究表明

迭代过程中空域分布连续性的增强使得 CHIO算法

以更快的收敛速度实现了更高的收敛精度。Fienup

的一系列改进继承了 GS算法的框架结构，在改善算

法收敛性能的同时拓展了算法的适用范围，为后续迭

代相位恢复算法的发展奠定了理论基础。Elser和

Luke等人在 Fienup算法的基础上建立了更加完整的

空域约束机制，分别提出了差分映射 (DM)算法[74] 和

松弛平均交替映射 (RAAR)算法[75]，针对特定的问题

类型选取合适的参数，算法的收敛效果得到了进一步

提升。

针对交替投影迭代算法的噪声敏感性，在实际应

用中，人们发现将 ER与 HIO算法相结合可以有效提

高算法的抗噪声性能，尤其对于高斯噪声具有良好的

抑制作用[76−78]。2010年，Loh等人通过改变空域与频

域约束类型，提出了改进的 DM算法 [79]，并验证了该

算法在泊松噪声的环境下能够实现鲁棒的相位重构。

GS算法及其衍生的一系列改进算法都属于单强

度类型的迭代算法，即仅借助单个频域面的强度测量

实现空域迭代相位恢复。总体来说，这类算法解决相

 

fk′

fk′

fk+1(x, y)
(c1) (c2) (c3)

(k+1) th

iteration input

k th iteration output f k′(x, y)

1−α
α

fk′

fk+1(x, y)

k th iteration output f k′(x, y)

(k+1) th

iteration input

fk(x, y) fk(x, y)

fk′

fk+1(x, y)

(k+1) th

iteration input

k th iteration output f k′(x, y)

fk(x, y)
fk−βfk′ fk−δfk′

fk−

Input
FFT

(b)

IFFT
Output

Real-space

correction

Fourier magnitude

constraints

Input

Output
Yes

MSE<ε

No

(a)
FFT

IFFT

Real-space

constraints
Fourier magnitude

constraints

F=|F|exp( jθ)

f ′=| f ′|exp( jφ) F′=|√ Īo |exp( jθ)

f =√ Īi exp( jφ)

图 2  单强度交替投影迭代算法流程图与原理图。(a) GS算法流程图；(b) HIO算法流程图；(c1)~(c3) ER、HIO、CHIO算法下一次迭代输入与当

前迭代输出之间的关系曲线

Fig.2  Flow diagrams and schematic diagrams of single-intensity alternating projection iterative algorithms. (a) Flow diagram of GS algorithm; (b) Flow

diagram of HIO algorithms; (c1)-(c3) The relationship between the input of the next iteration and the output of the current iteration for ER, HIO,

CHIO respectively 
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位恢复不适定性问题的能力比较薄弱，因此无法最大

程度地提升算法的收敛性能。

 2.2   多强度迭代算法

对于任何线性系统，相位恢复问题都可以视为求

解复数域内一个多元高维病态方程组的过程，这也是

导致解模糊性与低收敛性能的根本原因。可以获取

输出平面内的多个强度测量图像，增加问题的先验信

息，从而弱化相位恢复问题的不适定性，改善迭代相

位恢复算法的收敛效果。

1976年，Misell在研究电子显微成像时提出了

Misell算法[80]，通过两个离焦面图像的强度分布实现

了波函数相位分布的重构。简单来说，光学系统记录

两个远场平面 (例如一组距离已知的离焦面和对焦

面)的强度信息，两个远场平面之间的传播通过可引

入适当离焦相位变化的孔径平面来实现。算法首先

对孔径分布进行初始猜测，然后通过正逆傅里叶变换

在两个远场平面之间交替迭代，用振幅的测量值代替

计算出的振幅值，相位分布保持不变，直到满足收敛

标准。表 3直观展示了Misell算法的具体步骤。Misell

算法的优点在于能够快速得到收敛解，因为在交替投

影的迭代过程中误差是持续减小的。相比于 GS算

法，Misell算法更加灵活实用，也为改进迭代相位恢

复算法开辟了新思路。后续基于 Misell算法的完善

通过多波长照明[81]、多重传播距离[82−83]、调整照明模

式[84−86] 等多种手段来实现。

尽管 Misell算法通过多强度测量实现了收敛速

度和精度的提高，但并没有从根本上解决算法的局部

收敛特性以及初值敏感性。当孔径分布的初始估计

值极大地偏离全局最优解，或者远场平面的强度测量

中出现噪声以及测量误差时，算法会在局部最优解处

陷入停滞。Morris利用模拟退火算法的全局搜索机

制获取 Misell算法的最优化初值，有效降低了算法陷

入局部最优解的可能 [87]。但是模拟退火算法的引入

提高了算法的复杂度，大大增加了计算成本。Xu等

人对传统的模拟退火算法加以改进，在迭代时加入新

的扰动模型，进一步增强了全局搜索的能力，该算法

被称为改进的极快模拟退火 (MVFSA)算法[88]。由于

MVFSA-Misell算法综合了 MVFSA强大的全局搜索

能力和 Misell算法优越的局部收敛速度，因此该算法

能够在短时间内从不同的初始相位猜测中精确收敛

到全局最优解。

Misell算法通过轴向多图像之间的关联信息完成

信号的重构。2004年，Rodenburg等人提出的叠层迭

代引擎 (PIE)算法[89−90] 实现了径向平面上多强度图像

的获取，其原理该算法的核心在于：对被测物体的不

同区域逐一扫描获取衍射场强度，扫描过程中保证相

邻区域间存在一定程度的交叠，从而造成衍射信息的

数据冗余。空域孔径的重叠为相位恢复问题提供先

验信息，有助于消除相位求解的模糊性，提升收敛速

度和求解精度。图 3(a)给出了 PIE算法的成像示意

图。实际应用中 PIE算法的照明函数不易精确获取，

为此 Maiden等人提出了扩展叠层迭代引擎 (ePIE)算

法[91](具体步骤见图 3(b))，将照明函数也作为未知量，

与样本的复振幅分布一起迭代求解，降低了对照明函

数先验信息的需求，提高了 PIE算法的稳定性和适用

性。2012年，mPIE算法被进一步地被推广到三维物

体重建领域，实现了大尺寸薄样品的三维折射率成像[92]。

近年来，基于 PIE算法改进的 rPIE和 mPIE[93] 算法相

继被提出，算法的收敛性能和鲁棒性得到进一步提升。

PIE算法中多强度约束信息的获取是在空域中进

行的，在频域中也可以通过多角度照明的方式引入多

强度信息的交叠，从而实现高分辨率的相位重建。2013

 

表 3  Misell 算法流程表

Tab.3  Flow chart for Misell algorithm
 

Algorithm 1：Misell

|F0 |2 tm
|Fm |2 (1 ⩽ m ⩽ n)

Input： Intensity measurements in the frequency domain without
modulation   and phase modulation factors   with their
corresponding intensity measurements  .
Output：Spatial complex distribution f.

|F1 |
G′1

G′1
f ′1

t2 f ′1

S1. Select the initial Guess of spatial complex distribution without
modulation f0 at random.
S2. Add factor t1 to the phase of f0 , and obtain the spatial image after
the first phase modulation f1.
S3. Fourier transform f1 to obtain the complex distribution in the
frequency domain G1.
S4. Replace the amplitude of G1 with the measurement  , and obtain
the new complex distribution in the frequency domain  .
S5. Inverse Fourier transform   and substract the phase factor t1 , and
obtain the new spatial image without modulation  .
S6. Add the factor   to the phase of  , and obtain the spatial image
after the second phase modulation f2 .
S7. Repeat S2-S6 to cover all modulated images.
S8. Repeat S2-S7 until the convergence conditions are satisfied, and
output the final result.
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年，Zheng等人提出了傅里叶叠层显微术 (FPM)[94−95]，

使用 LED阵列对样品提供多角度照明，同时保证不

同角度的入射光照明下产生的相邻频域间满足一定

的交叠率，就能够采用类似 PIE的相位恢复方法对样

品的频谱进行拼接，最终实现大视场、高空间分辨率

的定量相位成像。FPM的实验平台配置和成像原理

如图 3(c)所示。笔者课题组围绕 FPM开展了一系列

研究工作，主要关注提升该技术的稳定性[96−98] 和成像

效率[99]，探索成像通量的极限[100]，并在此基础上推进

其在三维成像[101]、药物筛选[102]、光学加密[103] 以及遥

感技术 [104] 等领域的应用。最近，笔者成功实践基于

色彩传递的 FPM彩色化方案 [105]，在几乎不牺牲重建

精度的前提下实现了快速 FPM全彩色成像，提高了

病理切片筛查的效率。还将在深度学习和统计学领

域广泛应用的交替方向乘子法 (ADMM)引入到 FPM

技术中，进一步提高了成像的噪声鲁棒性 [106]。可以

参考近年来的多篇综述文章 [107−112] 详细了解 FPM的

技术原理和最新研究进展。

最后需要强调的是，在求解相位恢复问题时，交

替投影迭代算法虽然求解速度慢，求解精度不高，但

是它具有无可比拟的优势：实现简单且适应性强。无

需迭代的直接型相位恢复方法虽然求解速度快，但往

往需要预设严苛的实验条件或者特殊的测量方案，不

能灵活适用于任意场景下的相位恢复问题。相比之
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图 3  径向多强度信息相位恢复原理示意图。(a) 叠层成像原理示意图；(b) ePIE 算法流程图；(c) 傅里叶叠层显微术的成像原理与系统配置[95]

Fig.3  Schematic  diagrams  of  radial  multi-intensity  phase  retrieval.  (a)  Schematic  diagram  of  ptychography;  (b)  Flow  diagram  of  ePIE  algorithm;

(c) Principles and experimental setup of FPM[95]
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下，交替投影迭代算法只需要获取单个或多个平面的

强度信息，并设定投影集的支撑域约束，无需对具体

的成像方案做出限定。

 3    无需先验知识的相位恢复算法

 3.1   强度传输方程

1983年，Teague使用一个二阶椭圆偏微分方程

揭示了相干光束纵向强度变化与相位之间的定量关

系，即强度传输方程 (TIE)[55,113]，其数学形式表述如下：

−k
∂I
∂z
= ∇ · (I∇φ) = ∇I · ∇φ+ I∇2φ (8)

k = 2π/λ式中： 表示波数；z 为轴向离焦位置；I 和 φ 分

别为光波在 z 处平面上的强度和相位分布。在最初

的论述中，TIE的推导是在近轴近似的条件下，通过

将光波的复振幅表达式引入到亥姆霍兹方程中，然后

将实部和虚部分离来实现的。后来的研究表明，

TIE的推导方式并不是单一的，在近轴近似和小距离

传播的限制下也可以从菲涅耳衍射公式[114] 和坡印廷

定理[115] 中推导出 TIE。根据 TIE方法，需要采集至少

两个离焦面的光强进行有限差分估计来获取方程左

侧的光强轴向微分，通过直接测量可以获得待测平面

的光强分布，之后就可以使用数值求解的方式得到待

测平面的相位分布信息，不需要任何迭代过程。图 4(a)、

(b)展示了 TIE定量相位成像技术的两种典型应用光

路，图 4(c1)~(c4)展示了使用 TIE方法采集的三张离

焦强度图像以及最终恢复的相位伪彩图像。

TIE相位恢复的本质是一个边值问题，即在给定

的边界条件下求解二阶偏微分方程，因此如何精确地

获取 TIE相位恢复的数值解是极具挑战性的研究内

容。Teague的方法是引入辅助函数将原方程简化为

两个泊松方程，通过格林函数得到 TIE的解析解。此

后，学者们又围绕这一问题提出了各种数值解法，包

括多重网格法 [116−118]、泽尼克多项式展开法 [119−120] 以

及基于傅里叶变换的方法[121−122] 等。然而，与这些方

法相关的边界条件在实际中往往难以测量或作为先

验信息来获取，因此 TIE 方法受限于求解精确度始终

没有得到广泛的应用。

2014年，Zuo等人提出基于离散余弦变换 (DCT)

的 TIE解法[123−124]，其解的形式为：

φ = −k∇−2
D ∇D ·

[
I−1∇D∇−2

D

∂I
∂z

]
(9)

∇−2
D ∇D式中： 和 分别表示逆拉普拉斯算子和梯度算

子。该解法将所有数据和运算都严格定义在一个与

孔径函数有关的闭合矩形区域内，所有边界信号都被

封闭在其中，因而不需要额外的检测方案来获取边界

测量值。Huang等人通过迭代补偿机制将 DCT解法

进一步地拓展到任意形状的孔径，在提高适用性的同

时获得更加精确的数值解 [125]。TIE的相关数学基础

的确立与其数值解法的成功实践成为了其后续应用

快速发展的强劲推动力。

TIE的最大亮点在于通过限制成像范围与近似条

件，使得原本只能通过迭代算法求解的相位恢复问题

能以“解析”的形式直接求解。相比于其他方法，具有

计算简单、无需相位解包裹、无需复杂的光学系统等

优势，在光学显微成像以及计量学等领域展现出广阔

的应用前景。需要强调的是，文中将 TIE归为无需先

验知识的相位恢复算法的范畴，仅仅意味着该方法无

需添加有关样品额外的先验信息来消除解模糊性，而

上文提及的近似条件则是 TIE实现的必要前提，不要

对两个概念产生混淆。南京理工大学左超课题组在

这一领域开展了系统性的研究工作，可以参考其撰写

的教程论文[126] 全面地归纳与总结该领域的理论基础

与应用进展。此外，TIE方法的缺点同样十分突出，

主要包括以下几方面：

(1) 实现的前提条件严苛：须满足一定的近似条

件 (近轴近似，弱离焦)才能建立强度与相位信息之间

的线性化关系，从而实现对相位恢复问题的直接求解；

(2) 相位测量精度有待提高：与干涉测量方法对

比，测量精度还存在一定的差距。在实际工程应用中

实现 TIE高精度相位测量的制约因素包括：对轴向离

焦距离的精确校准，对边界条件的准确获取，对数值

解的正确实现；

(3) 应用场景有限：只在傍轴近似的菲涅耳衍射

场成立，不适用于夫琅禾费衍射及大角度菲涅耳衍

射，因此在 X射线和电镜的相干衍射成像、大型望远

镜的面形检测等领域无法发挥作用。
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图 4  TIE成像系统设置与成像结果[126]。(a)~(b) 基于 4f 系统和无透镜成像系统的 TIE成像配置；(c1)~(c4) 使用 TIE方法采集的三张 MCF-7细

胞离焦强度图像以及最终恢复的相位图像

Fig.4  Systematic setup and imaging result of TIE[126]. (a)-(b) TIE systematic setup based on 4f system and lensless imaging; (c1)-(c4) Three defocused

intensity images of an MCF-7 cell acquired by TIE and its reconstructed phase image 

 

 3.2   Kramers-Kronig 关系

f (t) = 0(t < 0)

F (ω)

考虑一个线性系统，其时域响应函数满足因果

律，即 ，因此该系统的频域响应函数

在上半平面应当是解析的。Kramers-Kronig(KK)

关系基于因果性描述了线性系统频域响应函数的实

部与虚部之间的相互约束[127]，可以表示如下：

Re [F (ω)] =
1
π
p.v.

w ∞
−∞

Im [F (ω′)]
ω′−ω dω′

Re [F (ω)] =
1
π
p.v.

w ∞
−∞

Im [F (ω′)]
ω′−ω dω′ (10)

式中：p.v.表示柯西主值积分。KK关系适用于很多系

统的响应函数，目前在光学领域中的应用主要集中于

折射率、消光系数等物理量的测量。KK关系是希尔

伯特变换 [128] 的一个特例，对于具有因果关系的平方

可积函数，希尔伯特变换便演化为 KK关系。实际

上，早在 2005年，Gabriel等人就提出使用希尔伯特变

换从全息图中直接求解透明物体的定量相位信息[129]。

不过那时并没有涉及 KK关系的概念，并且数理结论

的推导也没有足够细致。

传统离轴全息系统在参考光和目标光之间引入

一个小角度来实现全息图的单次曝光采集,这导致系

统的空间带宽积 (SBP)无法得到有效利用。2019年，

Park等人提出基于 KK关系的高 SBP离轴全息成像

技术[130]，该方法无需对样本施加假设性约束，通过引

入解析性条件准确获取样本的复振幅信息，相比于传

统方法获得四倍左右的 SBP提升。利用 KK关系直

接求解全息图相位的实现揭示了这样一个核心思想：

对于衍射受限的光学系统，尽管物函数的实部与虚部

没有关联，但是在因果律的约束下，已知其中之一便

能根据 KK关系得到另外相应的部分。随后，Huang

等人将 KK关系与全息复用技术结合，突破了传统技

术带宽利用率的极限[131]。这种显著的性能提升来自

于对传感器空间带宽的充分利用：允许自相关谱与波

前谱重叠，以便在单张全息图中记录多通道信息。

Yang等人提出基于 KK关系的合成孔径成像

(KKSAI)技术[56]，采用带限信号分析与瞳孔调制的方

案从强度测量中计算相位信息。如图 5所示，该方法

使用四个在光瞳中心处相切的子孔径实现光瞳调制，

并采集相对应的强度图像，然后基于 KK关系对频谱

进行移位拼接，恢复样本的全部频谱信息，最终通过

傅里叶逆变换实现相位重构。与瞳孔调制 FPM(PM-
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FPM)技术相比，该方法无需数据冗余，无需迭代，只

需采集少量强度图像就能够获取更高精度的定量相

位成像结果，在重建时间上也存在显著的优势。表 4

对 KKSAI技术的具体流程进行了描述。然而该方法

获取最佳的相位重建结果对于光瞳扫描的精度有着

极高的要求，即覆盖整个光瞳范围的各孔径区域应当

在光瞳中心处精确相切，不存在任何交叠部分。未

来，KK关系有望与光学衍射层析成像、非相干孔径

扫描等技术等相结合，进一步提升光学系统无迭代无

约束的性能，为三维成像、数字重聚焦、高通量数字

病理学以及生物细胞和组织的大规模研究提供便捷

高效的工具。
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图 5  KKSAI 的基本原理与可视化流程图

Fig.5  Principles and visual flowchart of KKSAI
 

 

TIE和 KK关系这两种相位恢复的直接解法均无

需迭代操作，因此求解速度快是它们的共同优势。此

外，两者在实现过程中均需要满足一定的限制条件，

不同之处在于 TIE的近似条件需要严格满足且往往

难以精确校准，这也是导致 TIE相位测量精度较低的

部分原因；KK关系对数值孔径 (NA)匹配的要求很

高，但是实现简单，并且在某些情形下少量误差是可

以接受的，最终的相位重建精度优于 TIE。从分辨率

角度来看，TIE对分辨率没有提升但在环形照明下可

以提升至两倍，KK关系可以实现两倍分辨率但是不

存在继续提升的空间。
 
 

表 4  KKSAI 技术流程表

Tab.4  Flow chart for KKSAI technique
 

Algorithm 2：KKSAI

Input：Intensity measurements Ii (x, y) at each sub-aperture and
reference plane wave ri (x, y). Their definitions are given respectively
as:

Ii(x,y) =
∣∣∣F −1 {S i(u,v)}

∣∣∣2
v1(x,y) = e−y(ω1−x+y1−y)

S i(u,v) = S (u,v)D (u−ui,v− vi)where   denotes the subregion spectrum
at the imaging plane cropped by the sub-aperture at position (ui, vi).
Output: Pupil-limited object function S(u, v).

H1(u,v) = − jsgn(v1) · sgn(v)
S1. For the starting intensity I1, introduce a Hilbert kernel

 and define an intermediate variable as:

X1 = ln
{[

s̃1(x,y)+ r1(x,y)
]
/r1(x,y)

}
s̃1(x,y)where   denotes the shifted scattered field exiting from the object

plane.
S2. Impose KK relations to calculate the real part and imaginary part of
the intermediate variable:

Re {X1} =
1
2

ln
[
I1(x,y)/ |r1(x,y)|2

]
Im {X1} = F −1 {F {Re {X1}} ·H1(u,v)}

S3. Obtain the shifted form of the subregion:

S 1 (u+u1,v+ v1) = F
{
eRe{X1}+ j ln{X1} · v1(x,y)

}
move it back to the correct position to get Si (u, v).
S4. Repeat above operations for other subregions.
S5. Subsequently stitch all subregional complex fields into a full pupil
plane spectrum S(u, v):

S (u,v) =
4∑

i=1

S i(u,v)/

 4∑
i=1

D (u−ui,v− vi)+ε


εwhere   is a small constant to keep numerical stability in the zero-

valued region.
 
 

 3.3   基于半正定规划的凸优化算法

从理论角度来看，相位恢复在大多数情况下缺乏

唯一的解决方案。即使该解决方案存在，也不能确保

能够精确地找到它。近年来，在相位恢复算法领域掀

起的研究热潮很大程度得益于光学领域各种新型成

像技术的蓬勃发展，这一趋势已经逐步影响信号处理

领域。该领域的研究人员利用现代优化理论的工具

开发出一系列性能强大相位恢复方法，展现出了广阔

的应用前景。

其中一类解决相位恢复问题的方法是基于半正
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X = xx∗

定规划的优化算法，通过将公式 (1)中的二次方程组

在更高的维度上重写为线性方程，将相位恢复问题转

化为凸优化问题，然后使用梯度下降法等传统最优化

算法直接迭代求解。2011年，Candes等人基于矩阵

半正定规划开发出 PhaseLift算法[34]，使用向量提升的

方法将原始相位恢复问题转化一个的低秩矩阵优化

问题。具体来说，在公式 (1)的基础上引入矩阵

并做适当的变形，从而得到：

yi = |⟨ai, x⟩|2 = x∗aia∗i x = x∗Aix = Tr (AiX) (11)

Ai = aia∗i Tr (·)

X ⩾ 0

式中：矩阵 和 X 均为秩 1矩阵； 表示矩阵

的迹范数，定义为矩阵主对角线上的元素之和。显然

矩阵 X 是半正定的，其所有特征值非负，记作 。

因此，相位恢复问题可以表述为：

find X

s.t. yi = Tr(AiX) , i = 1,2, · · ·m

rank (X) = 1, X ⩾ 0 (12)

上式等价于求解以下的矩阵秩的最小化问题：

minimize rank(X)

s.t. yi = Tr(AiX) , i = 1,2, · · ·m
X ⩾ 0 (13)

低秩优化问题在计算上一般是 NP难的[132]，其复

杂度随矩阵维度的增加呈平方指数关系增长，采用全

局优化方法去寻求最优解难以实现。针对这类问题，

凸松弛策略是最为简单有效的解决方案，将原本难以

求解的非凸问题转变为求解单个或者多个易于处理

的凸问题，最终得到概率性的全局最优解。这里使用

迹范数将相位恢复问题松弛为：

minimize Tr(X)

s.t. yi = Tr(AiX) , i = 1,2, · · ·m
X ⩾ 0 (14)

PhaseLift算法则通过求解上述半正定规划问题

从幅度测量值中实现信号的重构。研究结果表明，当

信号的测量值服从高斯分布且测量次数满足一定的

条件时，该方法能以较大概率准确重构信号，并且对

于测量中出现的噪声具有鲁棒性。

Waldspurger等人在 PhaseLift算法的基础上加以

Ax = diag (y)u

u ∈Cm |ui| = 1, i =

1,2, · · · ,m

改进提出 PhaseCut算法[35]，该算法首先将待恢复信号

的幅值与相位分离，然后把相位信息作为未知分量进

行优化，最后同样使用凸松弛策略将相位恢复问题转

化为半正定规划问题求解。首先令 ，则

相 位 向 量 中 的 每 个 元 素 都 满 足

。于是公式 (2)转化为：

minimize ∥Ax−diag (y)u∥22
s.t. |ui| = 1, i = 1,2, · · · ,m (15)

diag (y)

x = A+diag (y)u A+

式中： 表示由向量 y 的元素构成的对角矩阵。

根据最小二乘法，使得目标函数最小的必要条件为

，其中 为矩阵 A 的伪逆矩阵，因此上

述问题可以改写为：

minimize ∥(AA+− I)diag (y)u∥22
s.t. |ui| = 1, i = 1,2, · · · ,m (16)

对上式中的二次表达式进行变换，可以得到：

minimize u∗Mu

s.t. |ui| = 1, i = 1,2, · · · ,m (17)

M = diag (y) (I−AA+)diag (y)

U = uu∗
式中：矩阵 是一个正定埃

米尔特矩阵。令 ，使用向量提升方法将问题转

化为关于半正定矩阵 U 的优化问题：

minimize Tr (UM)

s.t. diag (U) = 1, rank (U) = 1, U ⩾ 0 (18)

引入凸松弛策略，将秩约束条件忽略，得到 PhaseCut

算法最终需要解决的半正定规划问题：

minimize Tr (UM)

s.t. diag (U) = 1, U ⩾ 0 (19)

与 PhaseLift算法相比，PhaseCut算法具有更高的

恢复效率，且在噪声环境中更加稳定。图 6(a1)、(a2)

比较了两种算法在高斯噪声和图像扫描线等外部干

扰存在的情形下的重建误差。相比于传统的迭代算

法，基于半正定规划的凸松弛优化算法可以精确地恢

复信号并提供收敛性保证，但由于其使用向量提升的

方法将向量维度的问题提升到矩阵维度中加以解决，

繁琐地表示未知的高维度提升矩阵大大增加了算法

复杂度，因此不适用于大规模信号 (如一维长信号或

大尺度高分辨率图像)的相位恢复问题。
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图 6  基于优化理论的相位恢复算法的性能比较。(a1)~(a2) PhaseLift和 PhaseCut算法在高斯噪声以及图像扫描线存在的情况下相位恢复的相

对误差曲线[35]；(b1) 使用谱方法和截断谱方法两种初始化方案对一维高斯信号进行相位重构的相对误差曲线[37]；(b2) 使用 WF和 TWF算

法对实值信号进行相位恢复的经验成功率曲线[37]；(c1)~(c2) 使用基于强度损失函数和基于幅度损失函数的算法对实值和复值信号进行相

位恢复的经验成功率曲线[38]

Fig.6  Performance  comparison  of  phase  retrieval  algorithms  based  on  optimization  theory.  (a1)-(a2)  Relative  error  curves  of  phase  retrieval  for

PhaseLift and PhaseCut under Gaussian noise and image scan-lines[35]; (b1) Relative error curves of spectral method and truncated spectral method

for the phase retrieval of 1D Gaussian signal[37]; (b2) Empirical success rate curves of WF and TWF for the phase retrieval of real-valued signal[37];

(c1)-(c2) Empirical success rate curves of algorithms based on intensity/amplitude loss function for the phase retrieval of real-valued and complex-

valued signals[38] 
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 3.4   非凸优化算法

最近提出的非凸优化相位恢复算法直接在原始

信号的维度上进行迭代优化，避免了大规模数据处理

的过程，显示出了以高效和准确的方式解决相位恢复

问题的潜力。此外，相比于交替投影迭代算法，这类

算法无需任何关于信号的先验信息，因而激发了人们

对于相位恢复新的兴趣。非凸优化相位恢复算法通

常可以分为两个步骤：

(1) 初始化阶段：对于非凸的相位恢复问题，寻找

到一个足够接近全局最优解的良好初值是优化算法

所必需的。目前常见的初值获取方法包括谱方法[133−134]、

正交法[135]、最大相关法[136] 等。

(2) 迭代优化阶段：该一阶段通常设计合理的梯

度下降算法对初始估计值进行更新。为了提供更好

的梯度下降方向以提高算法的收敛性能，对梯度施加

截断、加权等额外操作也是必要的。常见的优化损失

函数可根据相位恢复模型的不同分为以下两种：

基于强度的最小二乘损失函数[36]：

minimize f (z) :=
1

2m

m∑
i=1

(
yi−
∣∣∣aH

i z
∣∣∣2)2 (20)

基于幅度的最小二乘损失函数[38]：

minimize f (z) :=
1

2m

m∑
i=1

(√
yi−
∣∣∣aH

i z
∣∣∣)2 (21)

综上所述，使用非凸优化算法进行相位恢复的准

确性依赖于良好的初始估计值和梯度下降方向，因

此初始化策略的选择以及迭代阶段步长等参数的优

化往往是繁琐的，算法的改进也集中在这两个维度

进行。

 3.4.1    基于强度损失函数非凸优化算法

2015年，Candès使用一种基于 Wirtinger导数的

梯度下降算法从有限测量次数中实现了原始信号的

精确重构，该算法被命名为维尔丁格流 (WF)算法[36]，

为后续非凸优化相位恢复问题的研究开创了理论基

础。WF算法求解相位恢复问题的具体步骤如下：

αi yi

(1)初始化阶段：使用谱方法进行初始化，根据采

样向量 和观测值 共同构造半正定埃米尔特矩阵：

Y =
1
m

m∑
i=1

yiaiaH
i (22)

z̃

z0 = λz̃

求出该矩阵的主特征向量 ，即最大特征值所对

应的特征向量。最终的初始估计值在主特征向量的

基础上进行适当缩放得到，即 ，其中缩放尺度

设定为：

λ =

√√√√√
n

∑
i
yi∑

i
∥ai∥2

(23)

(2)迭代优化阶段：根据公式 (20)定义强度损失

函数的Wirtinger梯度为：

∇ fWF (z) =
1
m

m∑
i=1

(∣∣∣aH
i z
∣∣∣− yi

) (
aiaH

i

)
z (24)

z0将初始化阶段得到的良好估计值 作为迭代初

值，使用如下梯度下降法进行优化更新：

zk+1 = zk −
µk+1

∥z0∥2
∇ fWF (zk) (25)

µk =min
(
1− e−k/k0 ,µmax

)
k0 µmax

式中：k 表示迭代次数；μ 为算法迭代的步长，其大小

随着迭代过程的推进而发生变化。实验表明，步长的

取值为 时算法的收敛效果最

佳，其中 和 分别取 330和 0.4。WF算法在无噪

声情况下可以确保收敛到全局最优解，并且在高斯噪

声存在的情况下也能够稳定收敛到最大似然估计。

在此基础上，截断维尔丁格流 (TWF)[37] 算法通过

设计合理的截断规则，提供更精确的初始猜测和更好

的梯度下降方向，从而降低了算法复杂度，进一步提

高了算法的收敛性能。表 5给出了 TWF算法的具体

流程。该算法在初始化阶段根据预先设定好的截断

参数将数值过大的观测值丢弃，在迭代优化阶段引入

截断规则集合有效滤除那些诱导更新朝着远离最优

解方向进行的梯度分量。图 6 (b1)展示了使用谱方

法和截断谱方法两种初始化方案对一维高斯信号进

行相位重构的相对经验误差，图 6(b2)比较了 WF和

TWF算法的相位恢复成功率，不难发现 TWF算法需

要较少的测量值便能确保相位信息的精确重构。近

年来，在 WF和 TWF算法的基础上又涌现出许多改

进算法，例如可以快速实现稀疏信号重构的 SWF算

法 [137]，将截断规则分别与增量梯度下降方法和样本

中值相结合提出的 ITWF算法 [138] 和 median-TWF算

法[139] 等。
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 3.4.2    基于幅度损失函数非凸优化算法

以上都是基于强度损失函数延伸出来的一系列

非凸优化算法。实际上对基于强度的损失函数做一

定的泰勒逼近就可以得到基于幅度的损失函数，并且

大量实验验证与数值结果表明，基于后者构建的优化

算法具有更加优异的收敛性能。

截断幅度流 (TAF)算法 [38] 是一种典型的基于幅

度损失函数的非凸优化算法，该算法的实现同样包含

初始化和迭代优化两个阶段：

{ai} z0

(1) 初始化阶段：利用正交初始化方法得到较为

精确的初始估计值。该方法的理论基础是高维随机

向量之间的正交性，其核心思想是寻找一个与采样向

量 的子集最为正交的向量 来逼近真实解。具体

方法是求解矩阵

Y =
1∣∣∣Ī0

∣∣∣∑
i∈Ī0

aiaH
i

∥ai∥2
(26)

z̃ Ī0 I0 {1,2, · · · ,m}
z0

z0 = λz̃

的主特征向量 ，其中 表示 在 中的补

集。初始估计值 基于主特征值的尺度放缩，即

，其中缩放尺度定义为：

λ =

√∑m

i=1
yi/m (27)

z0

(2) 迭代优化阶段：类似于 TWF算法，TAF算法

在迭代过程中也添加了截断规则对初始估计值 进行

更新。迭代更新方式表示为：

zk+1 = zk −
µ

m

∑
i∈Ik+1

aH
i zt −ψi

aH
i zt∣∣∣aH
i zt

∣∣∣
ai (28)

其中截断规则定义为：

Ik+1 =
{
1 ⩽ i ⩽ m|

∣∣∣aH
i zk

∣∣∣ ⩾ (1/1+γ)ψi

}
(29)

γ式中： 为预先设定好的截断参数。该截断规则丢弃

了模值过长的梯度分量，在一定程度上消除了错误的

估计值带来的不良影响，因此初始估计值的选择更加

精确，从而显著改善算法的性能。图 6 (c1)、(c2)比较

了 TAF算法与基于强度损失函数的非凸优化算法的

相位恢复成功率，结果表明，TAF算法所需的迭代次

数和测量值数量均明显低于WF和 TWF算法。

在 TAF算法框架的基础上，Wang等人提出更加

适用于大规模数据信号恢复的随机截断幅度流

(STAF)算法 [140]，该算法具有简单高效且扩展性强的

特点，并且在有附加噪声存在时具有鲁棒性；重加权

幅度流 (RAF)算法[136] 在初始化和迭代优化阶段以重

加权的方式对不同梯度分量进行权重分配，不需要任

何截断规则和对待恢复信号的额外假设，只需最小次

数的观测就能精确求解全局最优值。值得注意的是，

基于幅度的相位恢复目标函数由于模值的存在呈现

出非光滑的特性，为了解决这一问题，通常会引入光

滑性函数来替代原损失函数中的非光滑函数，这一类

算法包括 PG-SCG[141]、SSPR[141]、SAF[142] 等。

 4    基于稀疏性先验的相位恢复算法

稀疏性可以作为一种特殊的先验知识添加到相

位恢复问题中，通过施加约束或使用正则化手段将对

原始信号的搜索限制在稀疏向量集上，从而使用少

量的数据就能够近乎完美地恢复原始信号，有效提

高了算法的性能与稳定性。事实上，所感兴趣的对象

在某些已知的表达中是稀疏的，可以简单地如下表

示为：

x = ψα (30)

ψ α式中：x 表示所感兴趣的对象； 和 分别表示表达矩

阵 (稀疏基)和稀疏向量，“稀疏”的含义可以理解为向

量中仅包含少量非零元素。稀疏性先验知识与相位

恢复算法的融合有多种形式。

 4.1   传统稀疏算法

理论上，任何一种交替投影算法都可以在空域施

加稀疏性约束，从而提高相位重建的性能。例如在

Fienup型迭代算法的基础上，Mukherjee等人通过求

 

表 5  截断维尔丁格流算法流程表

Tab.5  Flow chart for TWF algorithm
 

Algorithm 3：Truncated Wirtinger Flow (TWF)

Input：Intensity measurements yi and sampling vectors αi; trimming
thresholds αy and truncation criteria sets ε1, ε2.
Output：Iteration value zT.

z0 = λz̃
z̃

S1. Initialize estimated value  ，where λ is defined by Eq. (23)
and   is the leading eigenvector of the following matrix:

Y =
1
m

m∑
i=1

yiaiaH
i 1|yi |⩽α2

y

 1
m

∑m

i=1
yi




S2. Impose iterations on the initial estimated value by gradient update,
and the update formula is:

zk+1 = zk +
2µk

m

m∑
i=1

yi −
∣∣∣aH

i zk
∣∣∣

aH
i zk

ai1εi
1∩ε

i
2

S3. Output the final result after completing iterations of predetermined
number.
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解稀疏编码问题并保留 K 个最大的稀疏系数来施加

稀疏性约束，用来替换原有算法中的空域估计值修

正，有效抑制了相位重建过程中出现的自相关伪影和

背景噪声，这一算法被命名为 Max-K算法 [57]。Stefan

等人基于剪切波变换稀疏约束，使用 RAAR算法实现

了菲涅耳域的相位恢复[143]。Yang等人提出将梯度稀

疏性融合到 HIO算法中，该方法能够从部分测量数据

中有效重建纯相位物体 [144]。大量实验结果表明，基

于稀疏性的交替投影算法无论是重建质量还是收敛

速度均明显优于其对应的传统算法。

另一种引入稀疏性先验的方式是贪婪策略，其中

较为经典的相位恢复方案是贪婪相位检索 (GESPAR)

算法[58]。该算法在迭代中动态更新信号的支撑信息，

同时在支撑域和非支撑域之间交替执行快速的局部

搜索，使用阻尼高斯-牛顿算法最小化幅值误差函数，

寻找在当前支撑域约束下对应于测量值的稀疏性向

量。GESPAR算法的计算复杂度较小，运行效率更

高，适用于大规模信号重建的场景，此外，对于噪声和

其他不确定干扰因素具有鲁棒性。图 7比较了GESPAR

算法与其他相位恢复算法的计算复杂度以及相位重

构成功率，表 6提供了算法运行时间的对比结果。

基于半正定规划的优化算法也可以考虑进行适

当修改与信号的稀疏性先验知识合并。稀疏性半正

定规划相位恢复的最初工作来自于亚波长成像领域，

这项工作中提出的二次压缩感知 (QCS)方法[145] 可以

在图像稀疏的前提下将部分相干光照明的亚波长图

像从其远场模糊图像中恢复出来，并且可以进一步地

推广，用来解决从部分相关测量中恢复信号的其他问

题。该方法在公式 (12)所示的矩阵秩最小化问题的

基础上施加稀疏性约束。当信号向量 x 稀疏时，矩阵

X = xx* 也应当是包含少量非零行的稀疏矩阵，矩阵

X 行向量的 l2 范数构成的向量同样具有稀疏性，对该

向量的 l1 范数施加一定的约束条件，待解决的最优化

问题转化为：

minimize rank(X)

s.t. |Tr (AiX)− yi| < ε, i = 1,2, · · ·m
X ⩾ 0∑

j

(∑
i

∣∣∣X ji

∣∣∣2)1/2 ⩽ η (31)
X̂ X̂

式中：ε 和 η 分别为噪声参数和稀疏性约束参数。随

后采用迭代算法搜索与测量值和稀疏性先验信息一

致的低秩矩阵 ，最后使用奇异值分解获得 的最佳
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图 7  GESPAR算法与半正定规划和稀疏性 Fienup算法的比较 [58]。

(a1)~(a2) 对不同矢量长度信号进行相位恢复的算法复杂度对

比；(b)相位恢复成功率对比曲线

Fig.7  Comparison  between  GESPAR,  SDP  and  Sparse-Fienup

algorithm[58].  (a1)-(a2)  Comparison  of  algorithm  complexity  for

the  phase  recovery  of  signals  with  different  vector  lengths;

(b) Comparison curves of phase recovery successful rate 
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秩 1矩阵近似值，待恢复信号 x 便可以简单求出。

此后，许多类似的方法被提出，例如 Ohlsson等人

在 PhaseLift算法中加入额外的 l1 范数正则化项来诱

导稀疏性，开发出基于提升压缩 (CPRL)的相位恢复

算法[146]，该算法需解决如下凸优化问题：

minimize Tr (X)+λ∥X∥1
s.t. |Tr (AiX)− yi| < ε, i = 1,2, · · ·m

X ⩾ 0 (32)
  

表 6  运行时间对比表[58]

Tab.6  Comparison of runtime performance[58]

 

SDP/s Sparse-Fienup/s GESPAR/s

s=3 1.32 0.09 0.04

s=5 1.78 0.12 0.05

s=8 3.85 0.50 0.06
 
 

 4.2   深度学习

作为近年来备受关注的计算框架，深度学习在处

理复杂数据集方面具有显著的优势，因而逐渐走入相

位恢复领域研究者的视野，并且取得了一系列令人瞩

目的开创性研究成果。实际上，深度学习同样包含稀

疏性先验知识，它认为问题本身就是稀疏的，可以将

输入信息从高维数据空间投影到低维认知空间进行

处理。相比于传统基于稀疏性先验的相位恢复算法

“先正向建模，再求解逆问题”的思路，深度学习方法

规避了这种程序严格的数据表达过程，直接通过高维

度特征拟合实现图像与信息的提取与重建[147]。

g = P (H f )+Γ P
Γ

图 8(a)展示了基于深度学习的相位恢复的基本

模型。假设待恢复的对象为 f，使用照明操作符 Hi 描

述光与物体的相互作用，即从光源出射的光线经过光

学元件的调制后照射在物体上，使用采集操作符

Hc 表示光线在光学系统剩余部分的传播，即经过物

体的散射光在探测器上成像。探测器采集输出的原

始强度图像为 g，考虑到光学测量中信号的泊松统计

特性以及加性噪声的影响，成像模型可以描述为

，其中 表示信号光子到达的泊松随机

过程， 为加性噪声。进一步地，相位恢复可以描述为

最小化 Tikhonov泛函的数学问题，表达式如下：

f ′ = argmin
f

{
∥H f −g∥22+αϕ ( f )

}
(33)

其中的二次范数项使用最小二乘法将测量值与

假设对象的正向模型相匹配，正则化项通过引入有关

测量对象的先验信息弱化正向算子的不适定性。目

前应用比较广泛的正则化项基于稀疏性先验知识，一

方面对于大部分信号具有适用性，另一方面在应对原

始图像被噪声破坏的情形时更有优势。

现有的基于深度学习的相位恢复方法大致可以

分为两类 [148]，一类是使用深度神经网络 (DNN)来计

算相位恢复问题的反函数，即直接从可用测量值或通

过简单的基于模型的反演方法获得的初始估计值来

重建未知图像，可以实现比传统方法更快速的非迭代

相位恢复。这一类方法已经在同轴全息 [59](图 8(b))、

无透镜成像 [60] 以及 FPM[61](图 8(c))等场景中得到广

泛应用；另一类是将 DNN作为迭代相位恢复过程中

的去噪器，可以提高算法运行的稳定性。2018年，

Metzler等人将所示的去噪卷积神经网络 (DnCNN)

(图 8(d))嵌入到 RED正则化框架中，提出 prDeep算

法[62] 来解决散射介质成像中的相位恢复问题。研究

表明，该算法适用于各种测量矩阵模型，并且对泊松

噪声具有鲁棒性。

深度学习为相位恢复算法的进一步发展注入了

新的活力，但是其面临的挑战也是艰巨的。现有的方

法主要专注于为有限的算法和应用场景设计神经网

络，这些工作由于无法处理多种类型的模型以及更为

复杂的相位恢复算法而受到限制。此外，深度学习在

各领域应用普遍存在的问题包括训练数据的获取成

本高、训练后的网络泛化能力不足以及可解释性不明

晰等。针对这些迫切需要解决的问题，研究人员们也

进行了深刻的探索与讨论。物理模型驱动是当前深

度学习发展的一个重要方向，即在深度学习中嵌入特

征规则先验，代替单一的纯数据驱动式学习[147]。Wang

等人将传统的深度神经网络与描述图像生成过程的

物理模型相结合，提出了一种物理增强型的神经网络

架构 PhysenNet[149]，无需获取并标记大规模训练数据，

通过神经网络和物理模型之间的相互作用就能自动

优化网络并最终生成待测对象的相位信息。Naimipour

等人在物理模型驱动数据的深度展开技术基础上提

出 UPR混合框架 [150]，该网络框架结合基于物理模型

算法的可解释性和深度神经网络的表达能力，在解决

具有边界复杂性的非凸相位恢复问题方面显示出巨

大的潜力。
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 5    应用概述

光学成像中的相位恢复起源于从实验测量中恢

复图像的尝试。需要强调的是，与数值模拟仿真不

同，实验条件下的相位恢复还面临着一些额外的挑

战。最为显著的差别在于实际应用中的强度测量值

被各种类型的噪声破坏，例如光子散粒噪声、探测器

的读出噪声以及光学系统内部反射产生的杂散光，相

位重构的准确度无法得到保证。尽管这些问题增加

了相位恢复算法的复杂度，但是光学成像中成功的相

位恢复已得到广泛实现。由于篇幅所限，这里只简单

介绍其中四项具有代表性的应用，不再尽数罗列。

 5.1   X 射线衍射成像

X射线的波长远小于可见光，具有非常高的分辨

率，因此可以对微小的晶体结构等进行纳米级成

像 (图 9(a))[151−152]。尽管微观物体本身无法被直接测

量，但是借助衍射的“放大”效应可以将其频谱拓展到

易测量的宏观尺度。待测物体与其夫琅禾费衍射场

之间存在傅里叶变换关系，衍射场强度即对应物体的

频谱。衍射场强度同样缺失相位信息，若要从宏观频

谱中将物体原本的微观结构重构出来，求解丢失的相

位信息是不可或缺的，因此 X射线衍射成像也可以归
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图 8  基于深度学习的相位恢复方法。(a) 使用深度学习解决相位恢复问题的物理模型；(b)使用深度学习进行单帧无透镜相位恢复[59]；(c)使用深
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Fig.8  Phase  retrieval  based  on  deep  learning.  (a)  Physical  model  of  deep  learning  solving  phase  retrieval  problems;  (b)  Single-frame  lensless  phase

retrieval  using  deep  learning[59];  (c)  Fast  FPM imaging  with  a  few  images  using  deep  learning[61];  (d)  Basic  framework  of  DnCNN in  prDeep

algorithm[62]
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结为典型的相位恢复问题。此外，相干衍射成像

(CDI)的媒介涵盖电磁波的多个波段，衍射电子显微

镜 [153−154] 以及可见光范围内的叠层成像 [155−156]、傅里

叶叠层显微成像[94−95]、无透镜成像[157−158] 等新型成像

技术均采用了相似的原理。

 5.2   光学加密

与传统的数字加密相比，光学加密系统将信息编

码到多个光学参量 (振幅或相位)之中，使其通过一系

列光学元器件 (透镜、偏振片等)，实现诸如菲涅耳衍

射、傅里叶变换等数学变换，从而达到数据加密或隐

藏的目的 [159]。光学加密过程通常是快速的，这得益

于光学信息处理对数据的并行计算能力。在普通光

学系统中，不同平面上的相位通常是相互关联的，根

据某一已知平面可以推导出另一个平面的相位分

布。然而在光学加密系统中，由于随机相位调制，任

意两个平面之间的相位关系被破坏，因此获取各平面

的相位信息变得至关重要。最初的基于相位恢复的

光学加密方案 [160] 采用 4f 系统配置，如图 9(b)所示，

其中输出平面的图像通过投影算法被编码为傅里叶

平面中的相位掩码，位于输入平面的另一个相位掩码

保持固定。此后，基于级联相位恢复算法的光学加密

方案 [161] 被提出，在每次迭代中两个相位掩码同时调

整，提高了算法运行速度，有效增强了加密系统的安

全性。基于相位恢复的光学加密系统也由通常使用

的 4f 系统扩展到菲涅耳域 [162−163] 甚至线性正则

域[164−165]。此外，多图加密、彩色图像加密等方法的研

究进一步挖掘了相位恢复在光学加密领域的应用前

景，使得该领域始终焕发着蓬勃的生机，这一部分的

内容可以参考综述文章[166−167]。

 5.3   自适应光学

自适应光学系统在天文观测 (图 9(c))、空间探测

以 及 大 气 激 光 传 输 等 领 域 具 有 广 泛 的 应 用 价

值 [168−170]。在这些应用场景中，大气湍流在光学系统

的观测光路上引入随机的相位扰动，使得成像质量和

稳定性大大降低。自适应光学通过实时探测畸变的

波前并引入像差补偿机制来克服大气湍流对成像的
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Fig.9  Several  typical  application  scenarios  of  phase  retrieval.  (a)  X-ray  diffraction  imaging  of  crystal  microstructure;  (b)  Optical  encryption  system

based  on  phase  retrieval  with  a  4f  setup;  (c)  Adaptive  optics  system in  astronomical  observation;  (d)  Surface  shape  detection  of  large-aperture

optical mirrors 

  红外与激光工程  
第 11 期 www.irla.cn 第 51 卷

20220402–19



不良影响。目前应用较为成熟的自适应光学技术按

照有无波前传感可以分为两类：传统的自适应光学系

统使用波前传感器实现畸变波前的测量，往往造价昂

贵、系统复杂，并且无法解决振幅大范围波动情形下

光束波前产生的不连续性 [171]，因此难以大规模推广

应用；无波前传感的自适应光学系统无法直接探测波

前相位信息，因而借助一系列优化算法[172−175] 不断搜

索使目标函数达到最优的控制向量，驱动波前校正的

实现。就相位畸变的测量而言，两者本质上都是应用

非干涉的定量相位测量方法来实现的，分别对应于波

前传感和相位恢复两类技术。

 5.4   光学表面检测

随着空间探测技术的发展，人们对大口径高精度

光学镜面的需求也日益增长。因此在加工过程中需

要对镜面面形进行检测，以便根据测量结果及时修正

加工方案，确保达到最终所要求的面形精度。传统的

干涉测量方法对振动等外界干扰敏感，且无法解决动

态范围误差过大引发的相位缠绕问题[176]。哈特曼波

前传感器虽然不易受振动影响，但横向测量分辨率较

低，无法识别镜面上的局部误差。相位恢复已在大型

空间望远镜的装配检测方面取得成功的应用，比较典

型的是哈勃望远镜的像差诊断与校正 [177]，美国航空

航天局 (NASA)拼接式大型天文望远镜 JWST的在轨

装调 [178] 等。如图 9(d)所示，基于相位恢复的光学表

面检测方法[179−180]利用同一束测量光产生的衍射强度

图像，通过迭代优化计算来恢复入射波面相位，从而

获取镜面面形信息。该方法具有光路简单、抗振动和

干扰能力强、精度较高等特点，可以较好地适应大型

光学镜面面形在位测量的需求。

 6    结束语

文中综述了相位恢复算法的原理、发展历程以及

在光学领域的应用。所述的相位恢复算法各有所长，

从求解精度来看，基于优化理论的算法能够提供相位

信息精确恢复的保证；从求解速度来看，TIE、KK关

系等直接解法无需迭代操作，只涉及代数计算，因此

速度上存在优势；从实验条件来看，稀疏信号处理方

法只适用于具备稀疏性的实验对象，TIE方法的直接

求解需满足若干近似条件，而传统的迭代算法不需要

预设严苛的实验条件和特殊的测量方案，因而能灵活

适用于任意场景下的相位恢复问题。

尽管各类相位恢复技术已经成功应用于许多领

域，但是它们在科学和工程角度仍有巨大的研究价值

和发展空间，未来的研究应当针对各类算法的不足加

以改进。相位恢复算法未来的发展趋势可以简单地

概括如下。

(1) 更优异的收敛性能和噪声鲁棒性：相位恢复

问题的病态性以及实际应用场景中的噪声干扰使得

算法易陷入局部最优解，甚至导致相位重构的失败。

对于迭代型以及基于最优化理论的相位恢复算法，可

以通过开发合适的初始化策略以及优化算法结构的

设计来弱化相位恢复问题的不适定性，确保算法在存

在噪声干扰时仍能稳定收敛到全局最优解，同时又不

过多地增加算法的复杂度。

(2) 恢复更复杂物体相位信息的能力：最初相位

恢复技术的发展是为了满足人们观察透明生物细胞

的需求。如今，“看见”的目标早已能够轻易实现，但

是从更长远的角度来看，人们希望对高度复杂的生物

分子结构直接成像，从而可以从分子尺度把握和理解

生命科学，破译生物分子间相互作用的微观机理，甚

至通过实时成像来追踪它们随时间推进产生的结构

演变。要实现这样的愿景，显然还有很长的路要走，

不过多种相位恢复方法的同时使用或有机结合也许

能够为更复杂物体的相位重构，尤其是低频相位信息

的重构提供新的思路。例如，将 TIE快速计算得出的

相位信息作为迭代算法的初始估计值，替代原本预设

的随机猜测，既可以加速迭代算法的收敛，同时克服

TIE在精度方面的不足；深度学习技术能够借助大量

训练数据直接建立 TIE输入 (离焦强度图像)与理想

输出 (定量相位分布)之间复杂的非线性关系，从而巧

妙地规避传统关系的限制。

(3) 多目标多任务集成的兼容性：复杂的相位重

构场景不仅体现在物体本身的高度复杂性，更重要的

在于人们期待获取“一石二鸟”甚至“多鸟”的额外价

值。综合解决多问题融合的复杂情形需要进一步挖

掘样品的隐含信息，从而多维度地恢复更多内容。例

如，FPM技术的优雅便体现在一次性实现三个维度的

目标：相位恢复、合成孔径 (实现更高的空间分辨

率)和上采样 (实现更高的像素分辨率)。此外，在相

位恢复的同时迭代更新光学系统的光瞳函数实现了
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系统像差的数字矫正。

最后需要指明的是，相位恢复并非是完全独立的

技术领域，未来新型光学器件、数学与算法工具以及

计算性能的提升有助于突破现有算法的固有瓶颈，必

将极快地推动相位恢复技术的巨大进步，以上目标的

实现便不再遥远。
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